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Введение" 

В настоящее время по.льзуются популярностью метоАы 
математического моде.лирования в эко.логии, социологии, биологии, 
медицине, химии и многих других областях человеческой 
деятельности. Особый интерес вызывают в современных ус.ловиях 
волросы лрогнозирования конф.пиктов. Конф.пикты возникают между 
особями одной попу.ляции, но еще ба.лее актуальны конфликты между 
попу.ляциями, особенно, когда их несколько. Нетрудно обобщить эту 
проб.лему и на военные конф.пикты между противостоящими друг другу 
боевыми соединениями человечества. 

В данной работе рассматриваются математические моде.ли имитации 
конф.пиктов основанные на системах дифференциа.льных уравнений. Нас 
интересова.ло качественное развитие конф.пиктов: выживание, 
вымирание, равновесие, ко.лебание чис.ленности. В общем) 
прогнозирование динамики чис.ленности популяций. Поэтому основной 
упор делается на численном решении и графической интерпретации. 
Однако д.ля большинства примеров приведены ана.литические решения. 

Настоящая работа является попыткой создания э.лементарного 
справочника по простейшим моделям имитаций конф.лик тов, хотя и не 
претендует на это. 

дипломник выражае'l' глубокую nризнате.льность своим научным 
руководителям: профессору Артемьеву И.Т. и старшему nреподовате.лю 
Филиппову В.И. за nрАдостав.ленную ему возможность войти в 
интересный курс моделирования конф.ликтов. 
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С уважением Артемьев Э. 
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Уравнение мальтуса. 

Изменение общего ко.личества живых особей в nony .ляции с 
рождаемостью и смертностью - один из важнейших вопросов эко.логии 
nony ляции. Если считать популяцию изолированной, ресурсы питания 
неограниченными, а прирост поголовья пропорциональным ко.личеству 
взрос.пых особей, то динамика численности популяции описывается 
дифференциальным уравнением: 

где х(t)
коэффициент 
функция 

dx 

dt 
= Е * Х (1) 

численность популяции в момент времени t, Е 
прироста популяции. Решением этого уравнения является 

x(t0) - численность популяции в начальный момент времени. Из (2)
следует, что численность поголовья растет неограниченно. 
Разумеется ни в одной реально существующей популяции такой рост не 
наблюдается. Уравнение (1) имеет смысл .либо в теоретическом 
аспекте, либо описывает динамику искусственно созданной и 
поддерживаемой популяции. Величина Е при этом называется 
специфической (врожденной) скоростью естественного увеличения 
популяции. Уравнение (1) впервые по.лучил в 1802 году Мальтус. Его 
заблуждение заключается в том, что уравнение справедливое для 
узкого класса популяций, он считал универсальным законом не только

I 

,ц.ля всей природы, но и для ��ловеческоf�>°бщества.
vДействительно, nри t

0
=0 уравнение(�) имеет вид 

х = х 0 * eEt. (3) 

Поско.льку nри Е>О функция х
0 

*eEt стремится к бесконечности при
t-+oo, то и число особей данного вида будет стремиться к 
бесконечности. Например, .легко подсчитать, что потомство одной 
пары мух за два года при бесприnятственном размножении имело бы 
массу, превосходящую массу Земли. В действительности сто.ль быстрый 
рост не наб.людается, хотя известны случаи, когда некоторые виды 
животных и растений, попав в благоприятные условия, размножались 
настолько быстро, что становились бедствием (кролики в Австралии, 
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водяной гиацинт в реках США и т.д.). 
Основным фактором, характерезующим данную моде.ль 

считать nропорциона.nьность скорости роста численности популяции 
& самому числу особей: чем больше особей, тем больше они принесут 
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приплода; и чем больше особей, тем большее их ко.личество умрет за 
единицу времени. 

В общем с.лучае следует рассматривать число особей А( х, t) в 
популяции рождающихся за единицу времени, и B(x,t) - чис.ло особей 
умирающих за единицу времени. Тогда с достаточным основанием можно 
утверждать, что скорость изменения численности х( t) со временем 
задается форму.пой 

dx 

dt 
= А(х, t) - В(х" t). (4) 

Задача теперь состоит в том, чтобы описать зависимость A(x,t) и 
B(x,t). Простейшей является рассмотренная выше �итуация когда 

А= а*Х, В= Ь*Х, (5) 

где а и Ь - коэффициенты рождения и смерти особей в единицу 
времени соответственно. Дифференциальное " уравнение ( 4) 
переписывается в виде 

dx 
= (а-Ь) * х ( 6) 

dt 

или в виде (1), где �=а-Ь. 
Естественно при а>Ь имеем эффект показательного роста 

чис.ленности поnу.ляции. Если же а<Ь" т. е. ::<О, то численность 
nопу.ляции экспоненциально стремится к ну.лю при t-+m, т.е. популяция 
становится вымирающей. 

Обобщая уравнение ( 4), заметим, что практически все моде.ли, 
которые описывают реальные явления и процессы, нелинейны, и вместо 
дифференциального уравнения ( 1) следует рассматривать уравнения 
вида: 

где f(x) 

параграфе . 

dx 

dt 

= f(x), 

нелинейная функция, например, как в следующем 
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ЫравненL�е На11ь туса . 
Ес11и счL�та ть попу11s:4цию изо11ированной, ресурсы nL.1тания неогранL�ченнымL�, а npL�

poc т L� смертное т ь пого11овья - пропорциона11ьнымL� Jt;OflL�ч ее тву вэрос11ых особеL), то 
динамиJt;а ч L�с11еннос ти попу11яций описывается дифференцL�а11ьным уравненL�ем На11ь туса : 
dx1d.t = (а-Ь)*Х, где x(t) - чис11енность попупяцL�и в моr1ент времени t, а L� Ь -

козффицL�енты рождаемосп� L� смертностL� особе.L1 в е.д11н1.щу времени. Реыениеt1 этого 
уравнения яв11яется фун:кция x(t)= Хо*ехр( (а·-Ь)*t), где Хо - чис11енность попу11я
ЦL�L� в нача11ьныL1 t1оr1ент вреr1енL�. Пр11 а>Ь численность особей неогрэ.ниченно рас
тет, а. при а <Ь - попу11s:ацL·iЯ убывает до ну11я пр�� увелL�чеНL·iИ t. Разуr1еется, в ре
а.nьных ус11овиях неогранL�ч енныt) рост ч L·iC/1.neннoc тм '"te наб11юдае тся . На11ь туе пред-
110:-:и11 такое уравнение в 1802 году. Е1·0 заб.nужденL�е закпюча11ось в том, что он 
сч L� таn данный закон универса11ьным д11я всеL) природы и д11я ч е11овеч ecJ<oro обw,ес тва . 

Здесь t1ы видL�t1 графL�J<и развL,ТL�я чис11енносп� попу11яции на основе ана11итичесJ<оrо 
реыенL�я . Ес11и J<оэффициен 1· рождаемое ти d превыыае т J<оэфицL�ен т ct1ep тнос TL�, то по
пу11яЦL·iЯ неограниченно увепичивается. Ec11L� а <Ь ., то попу11яцL�я выt1ирает. 

� 
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Уравнение Ферхюльста-Перла. 

Более точное описание развития популяции дает уравнение 

Ферхюльста-Перла, полученное в 1845 году. Оно учитывает так 

называемый "эффект самоотрав.ления" nопу.ля:ции, или попросту 

внутривидовую борьбу в популяции. Внутривидовая борьба объясняется 

многими причинами: конкурентной борьбой за место и пищу, 

распространением инфекции из-за тесноты и т • .ц. Желая учесть этот 

эффект, мы должны при подсчете прироста лх от Е*Х*Л t вычесть 

некоторую величину Ь(х,Лt): 

Лх = Е*Х*Лt - Ь(х,Лt). 

Функция Ь(х,Лt) для многих популяций может быть взята в виде 

произведения: 

б = const 

Наличие множителя х2 обосновывается следующим образом. Величина

-Ь(х,Лt) отражает снижение скорости роста популяции из-за 

внутривидовой конкуренции. Итак Лх=Е*Х*Лt-б*Х2*Лt. Де.ля на Лt и 

переходя к пределу при лt�о получим: 

dx 
2 -- = Е*Х - б*Х , Е>О, б>О. 

dt 

Это уравнение Ферхю.льста-Перла. б - коэффициент самоотравления и.ли 

коэффициент внутривидовой конкуренции. Вынесем за скобки Е*Х и 

получим: 

dx * (1-
б 

х] --- Е * Х -* 
dt Е 

и.ли 

dx * х * [
Е 

]
cr- х

--= Е 
dt Е 

Обозначив Е -h 
() 

получим

dx 
=f:*X*[ h - х 

] ( 1) 
dt h 
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Ее.ли нача.лъное значение х( t
0
)=x

0
<h, то д.nя всех моментов времени 

t>t
0

, x(t)<h, x(t) - непрерывная функция. 

Из (1) при x(t)<h следует, что производная 

с.ледовате.льно x(t) растет. 
Разде.лив переменные в уравнении ( 1) , поJ1учим: 

h * dx 
= Е * dt 

и.ли 
1 

] * dX = Е * dt.
h-x

Считая x<h, проинтегрируем пос.леднее уравнени�: 

ln х - ln(h-x) = E*t + lD С, 

и.ли 

Пусть при t=t
0

=0

h-x 
x(O)=x

0
<h. 

хо Подставив в (6) найдем С= --
h-x 

о 

Подставив это значение С в (2) по.лучим: 
х 

h-x 
Откуда по.лучим решение в виде 

(2) 

dx 
dt 

Х *h*eE•t
x(t) = 0 (3) 

h-x +х *eE*t
о о 

по.ложитеJiьна и 

v 

Ее.ли h>O, то производная x'(t) всюду положите.льна. Дифференцируя 
(1) по.лучим:

[ 
h-x 

Х
11

( t) = Е* -
Х
- - Е*Х ] [ 2*Х ]

h
*X'(t) = Е* 1--

h
- *X'(t).

Подставив сюда выражение х из (3) по.лучим: 
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Хн(t) = Е* О О [ 
h-X -Х *E

e"'t
h-x +х *e€•tо о 

(4) 

При h-x
0
-x

0
*eEt<O, x"(t)<O, следовате.льно x(t) вогнута.

При h-x
0
-x

0
*eEt>O, хн(t)>О, следовате.льно x(t) выпукла.

Находим область выпук.лости: 

т.е.
h-x -х *eE*t>O о о 

- об.пасть выпуклости,

t < +m - область вогнутости.

- точка перегиба.

v 

Если в нача.льный момент времени популяция бы.па небо.льшой

[ х
0 
< : ) , то развитие идет по выпук.лой кривой до точки М. Меняя

кривизну в этой точке, кривая стремится к прямой x(t)=h, нигде не
достигая этой прямой (по асимптоте). Величина h называется
максимальной чис.ленностъю попу.ляции возможной при данных условиях.

На основе модели Ферхю.льста-Перла можно рассмотреть более общие
задачи, например: в случае неизо.лированной популяции: 

Здесь: 

dX 
2 - = Е*Х-б*Х +N-M.

dt 

N - приток извне N особей в единицу времени, за счет искусственной
подсадки или за счет миграции); 
М - чис.ленность особей покидающих данную популяцию, за счет отлова
или за счет отсе.ления. Можно истреб.лять постоянную величину, 
M=const, но можно и величину пропорциональную на.личной численности
(M=tt*X). Можно охотиться посезонно, тогда следует принять M=a(t). 

В целом легко заметить, что скорость размножения популяции в
моде.ли Ферлю.льста-Пер.ла 

8 



dx 
-- = СХ.*Х - б*Х

2 

dt 

при сх.>0, б)О увеличивается с увеличением коэффициента рождаемости 

сх. и уменьшается с увеличением коэффициента самоотравления б.

Заметим, что решение (3) можно переписать в виде 

X
0

*h 

x(t) = 

х +(h-x )*e��*t · 
о о 

Отсюда легко заметить, что при t .... m в популяции x(t) .... f. При этом

возможны .два случая: f >х
0 

и f <х
0

• РазJiичие между этими

случаями в том, ч·rо в первом случае при t .... ro численность популяции 

возрастает, но не беспредельно, а до значения h= f и

превосходящего х0• Во втором случае численность убывает, но не до

ну.ля, а до значения h= f, которое меньше первоначального х
0

• В

обоих с.лучаях численнос'l'Ь стремится. к " предельному значению 

асимптотически. 

Программа численного решения приведена ниже. Да.лее приведены 

графические иллюстрации численного решения, интерпретирующие 

развитие популяции по модели Ферхюльста-Пер.ла. 
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Дt.fфференцнаnьные t1оде11и в з1<0110ГL.f�f . 
х ( t ) - ч исnо особей в попу11яцL.fL� в моt1ен т вре11ени t 
dx/d t - CJ<Opoc т ь L.fЗМенени� ч L.fCfleHHOC TL-4 nony.nяЦL.fL·f 
а 1 >0 - 1<озффL.fЦL·ШН т рождаемое TL.f особей попу11яциL·f 
а2 >О - 1<оэффL.fЦL·fен т с11ер тнос ти особеL� nonynяЦL·fL.f 

ц�1фференцL.fа11ьное уравненL�е развL� тия попу11яЦL.fL� 
dxldt = а1*Х - а2*Х

л

2 
УравненL.fе реыае тся ме тодоt1 Эйnера , а та1<же с тpoL.f тся 
точное реыенL�е з того ДL.fффуравнения, L·ft1eooцee BL·fд 

x(t) = ХО*(а11а2) 1 (хо+(а1/а2-хо)*ЕХР(-а1 * t))

Графи1<и точного и прибnL�женного реыенL.fй с111.�ваоотся ! 
Эффе1<т самоотравnенL�я приводит 1< ограНL·fЧенному 

росту иnu вырождению чисnенности попу.nяции с 
, асс1.�t1птотоw а11а2 

Ноде11ь ОПL.fсывае т развL� тие фруктовых вреди тeneL�f и 
некоторых видов бактервй. 

t 
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ГрафL�КL� зав1�с1�r1ос ти ч L�с11еннос TL� попу11яцш� 
с учетоr1 саr1оотрав11ения npL� раз111�чных значен1�ях 
коэффL�ЦL�ен та car100 трав11енL�Я 0 .1 < а2 . < 2 . 0 
npL� а 1 = 1 r1e тодоr1 ЗL)11ера 
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Модель Полетаева. 

(Почему деревья имеют оrраниченну� высоту) 

В данном параграфе рассмотрим моде.ль, описывающую динамику

роста деревьев. Обратим внимание на тот факт, что в этой моде.ли

дифференциа.лъное уравнение роста деревьев имеет вид

dx 
= а - Ь*Х2,

dt 

т" е. практически совпадает с уравнением Ферхюльста-Пер.ла. Исходя 
из опыта предыдущих моде.лей можно сказать, что при Ь=О мы по.лучили 

бы модель неограниченного роста дерева с начальным размером х
0 

при

t0
=0:

dx 

dt 

= а 

где а - коэффициент затрат энергии дерева на рост. Но коэффициент

Ь�О, очевидно учитывает борьбу за существование (добычу, доставку

энергии и пр.). В этом смыс.ле задача подобна задаче о

самоотравлении и мы можем де.лать вывод об ограниченности размеров

деревьев. 

Рассматриваемая модель основывается на с.ледующих гипотезах:

1) Зре.лое растение в процессе роста сохраняет подобие. Это

значит, что у зре.лого растения с ростом не меняется отношение

геометрических размеров, например: отношение высоты к диаметру.

2) Свободную энергию растение по.лучает то.лько путем 

фотосинтеза. 

З) Свободная энергия расходуется на фотосинтез, на построение

живой ткани. И на подъем раствора из почвы.

4) В среднем за бо.льmие отрезки времени растение по.лучает

постоянное ко.личество света на единицу п.лощади поверхности и может

поглощать необходимые вещества из неограниченного запаса.

Составим уравнение ба.ланса энергии. Пусть х - .линейный размер

растения. Площадь поверхности .листьев прямо пропорциона.льна х2
•

Объем растения прямо пропорциона.лен х3
•

Уравнение ба.ланса энергии 

( 1 ) 

12 
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СХ.*Хс. - энергия"' образуемая благодаря фотосинтезу в зеленой 
части растения • 

.f3*X3 энергия "' затрачиваемая на нужды самого процесса 
фотосинтеза. 

't*X4 - энергия "' затрачиваемая на транспортировку питательного 
раствора во все части растения (точнее 't*X3*x). 

d 
б* -( .Р*Х 3

) - расход энергии на увеличение массы растения 
dt 

(m=.P*X3)"' этот расход прямо пропорционален скорости роста 
(скорость изменения массы). 

где 

После деления на З*б*.Р*Х2 из (1) получим 
dx 

dt 

а = 

= а - Ь*Х2
"' (2) 

> О"' ь = 

dx 
т. к. дерево растет"' то - >О. Следовательно а-Ь*х2>0. 

dt 

Проинтегрируем (2)

Гt+ х 
ln = 2 * � * (t-t0)"'

Гt- х 

�* 
1-e-2•�•<t-to)

x(t) = ( З) 

1+е-2•-lа.•ь �<t-t
0

)

Формула дает кривую роста дерева. Если известны а и Ь"' то по этой 
формуле можно подсчитать рост дерева данной породы в зависимости 
от возраста. 

Дифференцируя (2)"' получим: 
d2x 
dt

2
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d2x 
--2

-<О.
dt 

течением времени уменьшается. 

Т.к. x(t)>O, то Как видим скорость роста дерева с 

Равенство x=fi, при котором

когда вся поступающая энергия идет 

dx 
-- =О, соответствует сJiучаю, 
dt 
на обеспечение нужд процесса 

фотосинтеза и на транспортировку питатеJiьного раствора. Дерево при 

этом не растет. 

14 
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х Моде11ь По11етаева. Почему деревья имеют огранL�ченнуrо высоту 

х - высота дерева 
х0= 0 - нача11ьная высота
а= .З Ь= .1 - коэффициенты уравнения 

// 
,,/' t 

10 

Моде11ь По11етаева роста деревьев описывается дифференцL�а11ьным уравнением 
dxld t =а -Ь*Х

л

2 , х ( 0) = х0 ( =0) . Здесь , в от IIL�Ч ие от r1оде11и Ч'ерхrо11ьс та 
-Пер11а, первое с11агаемое в правом части уравненL�Я яв11яется константан, что
опреде11яет нену11евуrо скорость роста даже npL� ну11ев0Сt высоте дерева.

Высота дерева ас1�мптотически стремится к преде11ьной, при которой энерге
т1�ческ1�е затраты на фотосинтез и работу 'насоса' равны энерги1�, по11ученноС� 
за счет фотосинтеза. На прираы.ение массы энергии не остается. 

Ц11я опреде11ения преде11ьн0Сt высоты приравняем ну11rо скорость роста и ре
ыим уравнение а-Ь*Х

л

2=0. По11учим значение (а/Ь)
л

е.s

::---1,

7 



7 Моделъ Полетаева 
7 Почеиу деревья имеют ограниченную высоту 
7 X(t> - высота дерева 

GOSUB 1000 7 ПОАПРОГрамма построения системы коорАинат 

7 Правая часть уравнения Полетаева 
DEF fnfx <х> = а - Ь * х л 2 

dt = .1 7 Вреия конечное и прира�ение времени 

t = о: х = о 
х1 = х 
а = .з 
Ь = .1 

7 Началъные условия 
•для вывода начальных данных

7 Метод Рунге-Кутта четвертого поря.дка 
7 численноrо решения дифференциального уравнения 

FOR i = 1 то 500 •цикл изменения времени
t = t + dt 
1<х1 = fnfx<x> * dt 
1<х2 = fnfx<x + 1<х1 / 2) * dt 
'kхЗ = fnfx(x + 1<х2 / 2) * dt 
1<х4 = fnfx<x + 1<хЗ> * dt 
•прира�ение высоты дерева
dx = (kx1 + 2 * 1<х2 + 2 * 'kхЗ + 1<х4> / 6
х = х + dx 7 НОвая высота дерева 
PSET <tO + t * mt, хО - х * mx> 7 ТОчка графика высоты дерева 
NEXT i 

7 Вывод комментариев 
LOCATE 2, 15: PRINT 
LOCATE 2, зs: PIHNT 
LOCATE З, зз: PIHNT 
LOCATE 4, зз: PRINT 
LOCATE 5, зз: PRINT 
LOCATE 6, зз: PRINT 

GOSUB ЗООО 

END 

1000 : 7 Подпроrрамма 
SCREEN 12 
mt = 10: mx = 50 
tO = 50: хО = 200 

и начальных данных 
"Модель Полетаева." 
"Почему деревья ииеют ограниченную высоту" 
•••• 

"х - высота дерева" 
"xO="i х1; " - начальная высота"
"а=", а; "Ь=", ь; " - коэффициенты уравнения"

построения систеиы координат t 
•графический экран
7 Масютаs: пикселей в единице
7 Начало координат в пикселях на экране

LINE (tO, хО)-(620, хО) •коОРАИНатные оси
LINE <tO, xO>-(tO, хО - 10 * mx> 

•разметка и о5означение осей xt
FO:R t = 1 ТО 50 
PSET (tO + t * mt, хО - 2> 
IF ABS(t - 10> < .02 THEN CIRCLE (tO + t * mt, хО>, З 
NEXT t 

FOR х = О ТО 7 STEP 1 
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PSET (tO - 2, хО - х * mx> 

NEXT х 

LOCATE 12, 73: PJHNT "t" 

LOCATE 2, 10: PRINT "х'' 
LOCATE 14, 19: P:RINT "10" 
LOCATE 10, 5: PIHNT "1" 
:REТURN 

зооо : 

LOCATE 17, 

LOCATE 17, 
LOCATE 18, 

LOCATE 18, 
LOCATE 19, 
LOCATE 19, 
LOCATE 20, 

LOCATE 20, 
LOCATE 21, 

LOCATE 21, 

LOCATE 22, 

LOCATE 22, 

LOCATE 2З, 
LOCATE 2З, 

LOCATE 24, 
LOCATE 24, 
LOCATE 25, 

LOCATE 25, 

LOCATE 26, 
LOCATE 26, 
LOCATE 27, 

LOCATE 27, 

LOCATE 28, 
LOCATE 28, 
:REТlmN 

rподпрограмка вывода комментариев 

2: PRINT " Модель Полетаева роста .деревьев апис" 

40: PRINT "ывается диФференциальны:к уравнением II 

2: PRINT " dx/dt=a -Ь*х"2, х( О>= хО (=О>. " 
40: PRINT "Здесь, в отличие от надели ферхюльста" 
2: PRINT "-Перла, первое слагаемое в правой част" 
40: P'RINT 11и уравнения является константой:, что II 

2: PRINT "определяет ненулевую скорость роста II 

40: PRINT 1
1 .да•е при нулевой высоте дерева- " 

2: PRINT II Высота дерева асимптотически стреми" 
40: PRINT 11 тся к предельной, при которой: энерге- 11 

2: PRINT "тические затраты на Фотосинтез и раЕ5от" 

40: PRINT 1
1у rнacoca r равны энергии, полученной " 

2: PRINT "за счет фотосинтеза. На прира-щение кас" 
40: PRINT "сы энергии не остается-" 

2: PRINT " Для определения предельной высоты " 

40: PRINT "приравняем нулю скорость роста и ре- 11 

2: PRINT "1&1им уравнение а-Ь*х"2=0· Получим значе" 
40: PRINT "ние < a/bl "0-5 11 

2: PRINT 1111 

40: PRINT 1111 

2: PRINT " " 

40: PRINT 11 11 

2: PJHNT 111
1 

40: P:RINT 11 11 

17 



Интегро-дифференциальные уравнения 

в экологии. 

Часто популяция при своем развитии испытывает влияние 
предшествующих состояний популяции, имевших место в течении 
некоторого периода времени от t-t до t. В таком случае скорость 
развития попу.ляции зависит не то.лько от чис.ленности, но и от 
интегра.ла, характерезующего ВJiияние предшествующих состояний от 
t-'C до t: 

х' (t) = f[ x(t), J к(t,1;,хш )*d/;]
t-'C 

ЧисJiенное решение таких задач намного труднее обыкновенных 
дифференциа.льных уравнений. Здесь нас интересует сам процесс 
модеJiирования влияния предков на потомство, поэтому рассмотрим 
упрощение, заключающееся в том, что ядро считается вырожденным: 

K(t,g,x) = � ai*x(g)
i=1 

и t=t. Например, можно рассмотреть модеJiь Во.лътерра (1934 г.) 

x'(t) = Е*Х - �*Х2 - а*( jx(/;)*d/; ]*Х,
о 

описывающее динамику попуJiяции. Здесь интегра.льный ч.лен, описывает 
уменьшение скорости размножения всJiедствие загрязнения среды. 

Модель Вольтерра. 

Моде.ль ВоJiьтерра, учитывает загрязнение среды, произведенное 
всеми предыдущими поко.лениями за время от О до t: 

dx 

dt 

а *Х - а *Х
2 

1 2 

18 



t 

Здесь v= Jx(t)*dt интеграл, учитывающий влияние на среду 
о 

(загрязнение) всех предыдущих поколений за всю историю развития 

популяции. а
3 

- коэффициент влияния на скорость размножения 
dx
dt 

загрязнений. Произведение V*X - определяет вероятность встречи 
особей популяции с фактором загрязнения v. 

Поскольку x(t) неизвестная функция, то от интегрального 
уравнения перейдем к дифференциальному путем замен: 

Тогда имеем 

ИJIИ 

dv 
dt 

dv 
= а*---

1 dt 

dx 
x(t) --. 

dt 

а *[�] 2-
2 dt 

Решение этого уравнения производим численно по следующей 
итерационной схеме: 

t=O, Х=Хо, v=O, dt=�, 
Начало цикла 

" 2 v =а
1
*х-а2*Х -a3*V*X, 

X =X +V"*dt, 
V =V+X*dt, 
Ввод значения х (или v), 
t=t+dt, 

Конец цикла. 
Это метод Эйлера. Он достаточен для качественного описания 
характера развития популяции. 

Из графиков х( t) мы видим, что в модеJiи Волътерра с учетом 
загрязнения попуJiяция вымирает асимптотически. 

19 



Можно считать, что популяция стремится облагородить среду. При 

этом знак перед а
3 

меняется и популяция развивается с

неограниченным ростом численности. 

Заметим, что мо:кно учитывать m интегралов, учитывающих 

различные загрязняющие и отравляющие факторы. 

-
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Нодепь Вопыерра с учетом э:копогнн. 
х ( t) - ч L�cno особеL1 в попупяца.�L� в моr·1ент времени t
dx1dt - с:корость L�змененL�я ЧL�с11енностL� попупяцL�L� 
а1 >0 - :коэффL�ЦL�ент прироста ЧL�с11енности попу11яции 
а2 >0 - :коэффL�ЦL�ент самоотрав11ення попу11яц1.�1.� 

ДифференцL�а11ьное уравненL�е развL�ТL�я попу11яциL� 
dxldt = а1*Х - а2*Х

л

2 -аЗ*U*Х 
Здесь d u1d t =х ( t ) , т . е . u ( t ) - L�н тегра11 о трав11енL�я . 

Ц,ун:кцL�я u ( t) хара:к терL�зуе т L�н тегра11ьное о трав11енL�е 
среды всемL� предыдущ�мL� по:ко11енияю� особеL1 за время 
ОТ 0 ДО t. 

Зффе:кт отрав11енL�я прнводL�Т :к вымнранL�ю попу11яц1.�1.� 
пра.�чем, чем выые с:корость размноженL�я особеL1 в нача11ь
НЫL1 перL�од, тем бо11ьые отрав1.�те11еи L� тем с:корее вымL�
рае т попу11яцL�я . аЗ - :коэффа.�ЦL�ен т ухудыенL�я э:ко11ог1.�L� 
прецыдущ�мL� по:копенL�ЯМL� . 

t 
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Моде11ь Во11ьтерра с учетом эко11оr,•t.�. 
Дифференциа11ьное уравнен,�е разв,• т,•я попу11яц,•L� 

dx1dt = al*X - а2*Хл2 -аЗ*U*Х 
�� Здесь du1dt=x(t), т.е. u(t) - ,•нтеrра11 отрав11ен,•я. 

qункц,•я u ( t) яв11яется ,•нтеrра11ом, учt.�тываmщ�м накоп-
11ение загрязнен,•t.� , создаваеr·1ых поко11ен,•ями особе,� от 
t =0 до рассма тр,•ваемого момента временt.� t . Здесь мы 
мидим графихt.� u ( t) пр,• раз11,•чных параr·1етрах а2 . 

Через опреде11енный момент времен,• значенt.�я ,•нтегра-
11ов дост,•rаЕОт преде11ьных значен,•t.�. Зто можно пон1,�r·1а ть 
как тот фахт, что загрязнен,•я среды в да11ьне,�wем не 
накап11иваЕОтся. Очев,�дно, он,• не уве11,•ч,•ваЕОтся потому, 
что заrрязнениr.w бо11ьwе некому создавать . Попу11яц,•я 
практически исчез11а. Мы говорим 'практически' т.к. 
ч t.•сnеннос т ь попу11яцt.•t.• с трема.� тся к ну11[0 ас,•мn то т,�ч ескL• . 
Ес11и установ,•ть аЗ=О, то nepet.�дer·1 к 11оде11,• (рер .-Перnа. 
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Моце11ь Во11ьтерра с учетом у11учыенL�Я эко11оrиL�. 
Дифференциа11ьное уравнение развL� тия попу11яцL�и 

dxldt = а1*Х - а2*Х
л

2 -аЗ*U*Х 
Здесь du1dt=x(t), т .е. u(t) - L�нтеrра11 развL�тия. 

,ункцL�Я u(t) может характеризовать интеrра11ьное 
у11учыен1�е среды обL�тания веет� прецыцущ�ми поко11ениямL� 
особеа.� в резу11ыа те созL�да те11ьноL) цеяте11ьностL�. 

Эффект созицанL�я npL�вoдL�T к сохраненшо попу11яци1.� 
а.� даже к неограниченному ее рос ту впос11ецс тва.�L� д11я 
тех особей, которые выm�ра11L� внача11е. 

Качественная картина не меняется npL� раз11L�чных 
коэффL�ЦL�ентах а1, а2 L� npL� а2=0 , без самоотрав11енL�Я. 

Очевидно, созида те,1ьно(� дея те11ьнос ти предков соо т
ветс тву[О Т отра.�ца те11ьные коэффL�циенты аЗ, а отравите11ь
ноL':t деяте11ьностL� соответству[От по11ожL�те11ьные значенL�я 
коэффицL�ента аЗ . 

t 



rмодель Вольтерра с интегральным отравлением среды• 
•J\итература: Э- }{айрер и АР• "Реt&Jение ОДУ" стр. З19

SCREEN 12 rграфический экран 
mt = 50: mx = 50 
tO = 50: хо = 150 
DIM aml< З>, аm2(З> 

7 Масштаб: сколько пикселей в единице 
7 Начало координат в пикселях на экране 
•массив коэффициентов уравнения
rкоэффициент ро•даеиости-смертностиaml< 1 > = 1: 

am2( 1 > = .1: am2(2) = .75: аm2(З) = 1-75 7 саиоотравление 
хо = 1 
tk = 100: 
VO = о 

dt = .05 
•начальное значение х при t=O (хо не хО)
rвремя конечное и прираwение времени 
•начальное значение интеграла отравления

аз = .з 
LOCATE 2, 40: PJHNT 

7 КОЭффициент отравления среда предками 
11а2=''; .1 

LOCATE ..,. 
..., ' 40: PRINT "а2="; .75 

LOCATE 4, 40: PRINT "а2="; 1.75 
LOCATE 2, бо: PIHNT "al="; 1 
LOCATE ..,. 

..., ' бо: PRINT 1 1а2= 11 ; ..,. 
. ..., 

•правая часть диффуравнения - функция пользователя,
7 учитываюwая прирост, самоотравление и отравление предками
DEF fnfp (х, v, а2) = al * х - а2 * х л 2 - аз * v * х

LINE <20, хО)-(620, хО> 
LINE <tO, 20>-<tO, 160> 
FOR j = 1 ТО 10 
PSET (tO + j * mt, хО - 2) 
NEXT j

FOR j = 1 ТО 2 
PSET (tO - 2, хО - j * mx> 
NEXT j

LOCATE 11, 73: PRINT "t" 
LOCATE 2, 10: PIHNT "х" 
LOCATE 11, за: PRINT "5" 
LOCATE 7, 5: PRINT 11 111 

•вывод координатных осей

•разметка осей штрихами

•обозначение осей

• ЦИК/\ ПОСТРОЕНИЯ ГРАФИКА ЧИС/\ЕННОГО РЕЮЕНИЯ диФФУРАВНЕНИЯ
• МЕТОДОМ ЭИ/\ЕРА
FOR j = 1 ТО З 
t = о: х = ха: v = vo 

а2 = am2(j): al = am1(1) 
FOR i = 1 ТО 200 
t = t + dt 

7
ЦИКЛ изменения параметра аЗ 

•начальные условия

7
ЦИКЛ изменения времени 

dx = fnfp(x, v, а2) * dt 
х = х + dx 

•прираwение количества особей
7 Количество особей в данный момент 

7 Количество загрязнений, оставленных предками (интеграл) v = v + х * dt 
PSET (tO + t * 
NEXT i 
NEXT j

mt, хО - х * mx> 7 точка графика численности особей 

LOCATE 1З, 10: PRINT " Модель Вольтерра с учетом экологии. 
LOCATE 14, 10: P:RINT "x(t) - число осо5ей в популяции в момент времени t 
LOCATE 15, 10: P:RINT "dx/dt - скорость изменения численности популяции 
LOCATE 16, 10: PRINT "al >О - коэффициент прироста численности популяции 
LOCATE 17, 10: PRINT "а2 >О - коэффициент самоотравления популsщии 
LOCATE 18, 10: PRINT " Дифференциальное уравнение развития популяции 
LOCATE 19, 10: PRINT " dx/dt = а1*х - а2*х"2 -аЗ*V*Х 
LOCATE 20, 10: PRINT "Здесь dv/dt=x<t>, т-е- v(t) - интеграл отравления-



LOCATE 21, 

LOCATE 22, 

LOCATE 23, 

LOCATE 24, 

LOCATE 25, 

LOCATE 26, 

LOCATE 27, 

LOCATE 28, 

END 

- 2 -

1 О: PJHNT " функци.я v( t > характеризует интегральное отравление 

10: PRINT "сре,ды всеки преды,lПJtl!ИКИ поколениями особей за врекя 

10: P1HNT "от О до t. 

10: PRINT " Эqнрект отравления при.водит к вымиранию популяции 

10: PRINT "причем, чек вЫ11Jе скорость разкно•ения особей в начал 

10: PRINT "ный период, тек боль111е отравителей и тек скорее выки 

10: PRINT "рает популяция- аЗ - коэффициент ухуАt�Jения экологии 

10: PRINT "предыдущими поколениями-

7 Здесь рассматривается иодель Вольтерра, учитывающая .влияние 
7 На развитие популяций отравления окру•ающей среды всеки поколениями, 
7 •ив111ики до рассматриваемого времени- Это влияние учитывается
7 интегралок от нуля до t- Интегрируется произведение численности на
7 КОЭФФициент ядро с запаздыванием. Но в данном случае этот коэффициент
7 берется постоянным, равным аЗ- Интеграл обозначен буквой v-
7B целок эффект отравления предками определяется слагаемыи -аЗ*V*Х·
7 При любок исходе популяция вымирает асимптотически- Причем, чек 
7 интенсивней популяция развивается в начальный период, теи круче 
7спад ее численности после некоторого проме•утка вреиени-
7 Мо•но считать коэффициент аЗ отрицательным- Это будет соответ-
7ствовать случаю когда предки заботясь о потомках улучыают среду
7 обитания- В последнем случае при любой начальной ситуации популяция 
7 Не погибает- И более того - развивается неограниченно-
7 Собственно произведение V*X соответствует вероятности встреч
7особей численностью х с Факторами отравления сре,ды, икеющики
7 объек v, который оставлен пре,дыдущики поколенияии. • 
7 Аналогично - произведение Х*Х соответствует вероятности встреч 
7 особей численностью х друг с дРУГОК· Что приводит к самоотравлению-
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Задача "хищник-аертва". 

Если рассматривается несколько сосуществующих видов, например,
больших и малых рыб, где малые рыбы являются кормом для больших, 

то, составляя дифференциальные уравнения для каждого вида, получим
систему дифференциальных уравнений 

dxi
dt 

= fi( x 1,···,xn), 1=1"2, •.. ,n.

Рассмотрим более подробно двухвидовую модель "хищник-жертва",
которая впервые была построена Вольтерра для объяснения колебаний
рыбных уловов в Адриатическом море, имеющих один и тот же период, 
но отличающихся по фазе. 

Пусть х - число больших рыб-хищника, которые питаются малыми
рыбами-жертвами, число которых обозначим через у. Модель
построенная Вольтерра, имеет вид 

{*= а*У - J3*X*Y,
* = -б*Х + 'f*X*Y.

( *) 

Здесь а, .13, r, б - некоторые положительные числа. Отметим" что
* -скорость изменения численности рыб-жертв" а * - скорость
изменения численности рыб-хищников. Слагаемое -J3*X*Y выражает
уменьшение числа малых рыб в зависимости от численности больших. А
слагаемое е*Х*У выражает зависимость прироста больших рыб от
численности малых рыб. 

При некоторых значениях параметров а, .13" 6" б" скорости *,
* могут оказаться равными нулю" т.е. 

dy 
-= о.,

dx 
-- о 

dt dt 

при
{ 

a*Y-J3*X*Y=0,
-б*Х+б*Х*У=О.

Это значит" что точка М ( %- , 1 ) является "стационарным
состоянием" изучаемой системы - она находится в равновесии, и ни
число жертв, ни число хищников не меняется с течением времени. 

Итак, задача "хищник-жертва" свелась к решению системы двух
дифференциальных уравнений 
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{ 
�::: а*у - J3*X*Y, 
dx _ 

at - -б*Х + "f*X*Y.
Найдем зависимость между х и у. Разде.лим первое уравнение на 
второе 

dx X*("f*Y-6) 
Тогда можно разде.лить переменные 

"f*У-б а-JЗ*Х 
* dy = * dx.

у х 

Интегрируя, по.лучим с точностью ДО константы

"f*Y - б*ln у= а*lП х - lЗ*Х + ln с.

Отсюда 

ИJIИ 

Это равенство связывает число жертв у и число хищников х. Значение 
С определяется нача.льными значениями ха и Уа· На фазовой плоскости
х, у уравнение <**) определяет замкнутые траектории, 
характерезующие периодические изменения чис.ленности жертв и 
хищников. 

В зак.лючении этого параграфа, подчеркнем, что система ( *> не 
является точным отражением действительности - на самом де.пе надо 
учитывать наличие многих видов, их различие взаимодействия, общие 
условия, ограничивающие рост численности некоторого вида, и многие 
другие факторы. 
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х,у 
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r·1етод Эйлера с ыагом dt=O .1 ·. 
. . 

·. популяция жертвы

\.. / \.. / �опу11яция XИI.J1iL�J<�t

�' / 
�':'""-- _ ... ,,/ ....... �---- �/ ..... \ ......... _____ _,,,,., ,t \ t .........___ �/ _./ '-:::�------_.,.·

.,.. 

�_____...,..,, ...... � _ __.,..,,. "-.......:...--==---. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·at= .2 а2= .1 :....:· ·:....--:.---

Задач а о )O�I.J1iL�кax и жертвах . 

Ы= 1.1 Ы= 1.5 
хО= .5 уО= 1.5 

Paccr1a трL�вае тся двухвидовая моде11ь хи1L11-11�к-жер тва - дифференц1�а11ьная модель 
разв�� тия попу11яцL�СI , которая связана с размножен1�ем 1�11и выm�ра•-11�ем пос11едн1�х . 
Х - tl L�CIIO бо11ьыих pыб-X1Ald1-IIAJ<OB I у - Ч L�CIIO рыб-жертв . 
Модель, построенная Во11ыерра,имеет вид 

dx1dt = -al*X + а2*Х*У 
dy1dt = Ы*У - Ы*Х*У 

Пр1� ыаге dt=O .1 граф1�ки L�меют си11ы-10 выраженную тенденц1,�ю к уве111�чению амп-
11L�туды. Это связано с накоп11енL�еr·1 погреыност1� ч1.1с11енного счета пр1,� бо11ьыом зна
чении ыаrа dt. Очевидно, д11я уточнения зависимости следует уменьыать dt и11и 
выбL�рать другой метод реыен1,�я с1�стемы. Вольтерра прец11ож1,�11 эту 11оде11ь д11я обь
ясненL�я ко11ебанL�СI рыбных уловов в '1др1,�а т1,�ч ескоr1 r·1ope , имеюы.��х один L� тот же пе
риод, но от111,�чающ�хся по фазе. С11агаемое а2*Х*У выражает завL�СL�мость пр1�роста 
6011ьы1,�х рыб от ЧL�с11енностL� 11а11ых, а с11агае11ое -Ы*Х*У - уменьыенL�е ч1�с11а жертв 
в зависнмост1� от численности х1�1.�t-11�ков. 
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х,у r·1етод з,�11ера с ыагоr·1 dt=0. 005 

х - попу11яцня XИIJJ1iИKa

�....:...� . е. 

10 

Ноце11ь Во11ыерра. 
При уr·1еньыении ыага амп11и туда 1.iзмене-

н,�я ч1.iс11енност1.� станова.iтся устойч,�вой 
на рассма триваемоr·1 промежутке t . Wa фа
зово,� п11оскост1.� ху построена фазовая 
траек тора.i� у ( х ) . Переr1енная х вна ч aJ1e 
убывает , а у - возрастает . За теr·1 у цос
тнгае т r1акс1.iмума и нач,�нает убывать, а 
х процо11жает возрастать н достигает мак 
с,�r1ума . За тем обе попу11яц1.i&.i сокраw,аrотся 
по:ка у не достигнет r·1ин1.iмума. Процесс 
цнк111.iчен с погреыностыо метода. Траек
тор,�я r·1едпенно расход,�тся при yвe111.iчeн1.iLi t.

у 

у - попу11яция жертвы 

(\ 
х0= .5 уО= 1.5 
а1= .2 а2= .1 \ 
Ы= 1.1 Ы= 1.5 

� 

1,:i 

FJ 

1 
. ) 

1 х 
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Фазовые 1шни1.� ц1.�фференц1.�а11ьно1.1
r·1оде11и х1.�111�Н1.�к-жер тва . Пра.� 
начв11ьных значениях ча.�спености
жер ТВ х =0 1 73 .. � Xl.�liiiНИKOB у =2 
r·1ожно видеть, что фазовая 
кривая вырождается в точку -
центр семейства кривых. Да11ее
изr·1еняЕОтся знач ена.�я у от 2 
цо 0.2 с ыагом 0.2 

Замкнутость фазовых кривых 
подтверждает ЦL·iКt11.�чность раз
вития попу11яций жертв и хны.ников . ··

Центр семеа.)ства фазовых 111.�н1.�1.1 
соответствует с11учаm, при котором
ч1.�с11енность жертв и ха.�ы.ников не 
r1еняется. 
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х,у метод Эй11ера с ыaror1 *6 . 05 
А 

попу1111цн11 7твы\ 

опуt1ЯЦL�Я X�ilJl,НL�Ka� 
�_........ t 

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·а1= .2 а2= .1· ---·---
Ы= 1.5 Ы= 1.1 

Задач а о хш11,Н�о<ах �i жертвах . 
Paccr·1a трL�вается двухвL�довая моде11ь хны.ник- жертва -
дL�фференциаnьная моце11ь развития попуnяций, ко то рая 
связана с размножен,�ем 1�t1�i выmipaHL·ier1 пос11едн�iх . 
х - ЧL�CtlO боnьы�iХ pыб-xL�IJl,НL�KOB 
у - чисnо рыб-жертв 
Модепь, построенная Во11ыерра, имеет вид 

dx1dt = -а1*Х + а2*Х*У 
dy1dt = Ы*У - Ы*Х*У 

Пр,� ыаге d t =О . 1 гpaфL�KL·i ,�мею т с,�nьно выраженную 
тенценцL�[О к увеn�iчен,�ю амплитуды. 
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х,у метод Рунге-Кутта 4-ro порядка 
/"\ 

/' ··., .. ····· '-.. 
,1-·\ ,r\ 

. 
.

... . 
./ \. попуnяцL�я жертвы

,• 

1 •• .,
,,. 

... • ... 

... ··.. ., ·... i' ' 
' 

I \ ,• ' 

... 

' ·' . I 
. 

___..,
...-�/ .... -�--�·/ .,.......-попу11я�.1я х�4Ы,НL�ка�

' _____ ..,.,.,...,,. ------ � _......,.. 
. . -- --

Метод Рунге-Кутта с ыаrом dt=0.1

а1= .2 

Ы= 1.1 

Задача ХL�Ы,Н�4к-жертва реыена чисnенно с 
ыагоr1 0 . 1, который методом Зйnера np�4BOДL�t1 
к знач�4те11ьным погреыностяr1. Здесь �4меем 
резуnыаты, достижимые методом Зйnера nиыь 
npL� уменьыениL� ыага в 20 раз . ГpaфL�J(L� npL� 
сравнении 'на просвет' совпадают 

---

а2= .1 

Ы= 1.5 

t 



Задача о двух хищниках и •ертве. 

Модель развития трех разных сосуществующих популяций: двух 

популяций хищников с численностями y(t) и z(t) и одной популяции 

жертв с численностью x(t): 

�= а,*Х -а2*Х*Х -аз*Х*У -a4*X*Z

� = -ь, *У +Ь2*Х*У

�= -C1*Z +C2*X*Z

х(О)= х
0

у(О)= у0

z(O)= z0

Здесь учитывается эффект самоотравления жертвы. Ниже приведены 

расчеты и без учета самоотравления. 

Численная реализация итерационного процесса не сильно 

отличается от схемы для двух видов. Но выводы rаковы, что один из 

видов хищников вымирает в конкурентной борьбе за источник питания, 

т.е. жертву. 
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• метод Рунге-Кутта 4-го порядка

x,y,z 

. /\ 

. . \
. 

. 

2 :,'.�� ____ хиы�ш�z· zo= 1 
- ��

--

.... � """"' 

-
: \_ / ,� 5 жертва Х, хо= 2 

, , , , •• , , 1 , , , , ,- , -,-, -, r , -,-, , . , . i -, -, .---; --. ----.-- , , , • , • , , • , • , • , • -, , , -, -, --.--, • .- , •. , , • --. -,--, , , •• , ,--.-г,··,,--. - ·-- -,-----.---.--,-.---.------.,--.--. -, , ,

а1= 1.2 а2= .З аЗ= .2 а4= .4 
Ы= .2 Ы= .5 
с1= .18 с2= .4 

Здесь рассма трL�ваются две попу11яцL��i ХL�Ы.Н�iков А �i В 
чис11енностью y(t) и z(t) сответственно. Они конкурируют 
в борьбе за один �i тот же �iсточник Пl.·iТан�iя, которым 
яв11яется третья попупяция С - жертва чис11енностью x(t). 
Один L�з в,�дов цо11жен вым,�ра т ь . Ест� э т,�м в�iдом окажется 
,�сточник п,�тан,�я, то вымрут �i XL�Ы.Н�iKL�. 

Дифференц,�а11ьные уравнения разв,� т,�я трех попу11яциL� 
dx1dt= a1*x-a2*X*X-a3*X*Y-a4*X*Z 
dy1dt=-Ы*Y+Ы*X*Y 
dz1dt=-c1*Z+C2*X*Z 

t 
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метоц Рунге-Кутта 4-ro поряцка 

x,y,z

2 t'
� 

ХIЩННК У, у�= 1.�� 

.,,,.-.____.,.,,-
---

--
___ .,,. 

.. �------- 5 жертnа Х, хо= .4 t 
•• , , • , , , ·,· ··· -,-- , - ,--,-.---.--... , 1 --.--,- -;· , • , - , .- -г-, , -, ,--. , ,-1 --.- ,- , , -, -,-.- • , ·

1
· ,- ,--, -, --, , -,--,-,-, --, •• - -;---, , ,- .- -, • -;--.- , -. -, ,-

"""J 
-, .---.- -, • -,-• , • -, -.- ,--.--.--, , • -,- , 

а1= 1.2 а2= .З аЗ= .2 а4= .4 
Ы= .2 Ы= .5 
с1= .18 с2= .4 

al - коэфф�4ЦL�ент 11инейного роста ЧL�с11енност�4 жертвы; 
а2 - коэффициент, характер�4зуюы.и�1 внутрL�вицовую борьбу; 
аЗ - коэффL�ЦL�ент поеданL�я жертвы первым х�4Ы.Н1ком В; 
а4 - коэфф�4Ц�4ент поецан�iя жертвы вторым ю�ы.нiком С; 

Ы - коэф. задержк�i роста ХL·iЫ.НL�ка В npL� отсутстви�i жертв;
ы - коэф I ПрL�роста ХИЫ.НL�Ка в ПрL� на11L�ЧИL� ПL�Ы.И (жертв); 
с1 - коэф. задержки роста хиы.ника С при отсутствии жертв; 
с2 - коэф. npL�pocтa XL�Ы.НL·IKa С npL� на11ичL��4 ПL�Ы.И (жертв);

•
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метод Рунге-�утта 4-ro порядка 

� А � А � � А 1 1 
/ • о 1 •' • ; 1 , 1 .• 1 

·:х: yz ,.:. i: :·:. :: :··: ,.:.:' J I :' ·. ,: :, .: ·, :' : .: : :' � ! ':_ 
/ . / :: / \ / ; же.р теа х I )(/О i 1 1 5 

+/ \ / \ / \ / \ / \ ./ \ / ::2 , :: ; \ / :: .: -: .t :, Х(�Ы,НИК 2 , /zo = :: . 8 i 

,-, i • • • • • -, -.- ,-, i ••• -. • 1• •••••••. 1 .- • -. -••• , -,-,т,,-, i -•••• 1.. • ••• ,-г, . -.. • ,-, 1 •••••••• • 1 · ....... · 1 · •.•.•.. · 1

а1= 1.1 а2= 0 аЗ= 1.5 а4= 0 
Ы= .2 Ы= .1 
с1= .1 с2= .02 

а1 - коэффL�ЦL�ент 11�iнейного роста Ч�iс11енностL� жертвы; 
а2 - коэфф�iЦ�iент, характеризуюЫJ�й внутрнв�щовую борьбу; 
аЗ - коэффl�ц�iен т поедан�iя жертвы первым ХL�Ы,Н�iком В ; 
а4 - коэффиц�iент поедан�iЯ жертвы вторым х�iЫ.НL�ком С; 

Ы - коэф. задержКl.·i роста х�iЫ,Н�iка В np�i отсутств�i�i жертв; 
Ы - коэф. прироста х�iЫ.Н�iка В npL� на11L�чнн ПL�ЫJ� (жертв); 
с1 - коэф. задержкL� роста ХL�Ы.НL�ка С npL� отсутствL�L� жертв; 
с2 - коэф . пр1.�рос та ХL�Ы,Н�iка С np�i на11�iЧ �i�i n�iLJJ� (жертв ) ; 

Здесь коэффициенты соответствуют задаче о двух 
Xl.·ibl,НL�кax L� одноL) жертве. B11�iЯHL�e самоотрав11ен�iя 
жертвы искпючено. Видно, что попупяция хиы,нL�ка 2 
вымирает в резу11ыате конкуренции. 

t 
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метод Рунге-Кутта 4-ro порядка 
� А f\ А � n 1 , • , 1 i' • 1 1 • •,: х: у z

,f :, :' : :' :, : i, :' ': 

:' 1 I ,. 
, 

,: :, _: :' .: : 

"· 
/ \..

/ : ! / ':. i ; / ', же,Р т�а Х, t/ . / \ . \ i \ i ; j \ ,' :, 
2 i \ i 

·
i ':, i \ хiщн\.iк Z, .�о= \0 / 

:, / / :, : •• ' '( ( ' 1 
' I 1 

/ 
' / ' 1 А/ 

�:�� 1.5 

А-/_ �#= ·.!t"-.,,

•• • 1 • 1 .... ·,- -,-• -, -. ,- 1 -, • •  1 • • -. i .- 1 • 1 .- • -, •• - •• -.-.-1 • 1 • i • ,- • 1 -, 1 .-• -, -.- • -, ... -.- 1 • • 1 • • • 1 • 1 ... ---. •• i i ' 1 ••••• -, ••• 1 .--, • ,--.--, • ·; 1 

а1= 1.1 а2= 0 аЗ= 1.5 а4= 0 
Ы= .2 Ы= .1 
с1= 0 с2= 0 

а1 - коэффнц��ент ni�нei�нoro роста ч�tсnенност�� жертвы; 
а2 - коэфф�tц��ент, характер1�ЗУЕОЫ�L�L) внутр�tв�tдовую борьбу; 
аЗ - коэфф�tц�tен т поедан�tя жертвы первым XL�Ltf�tкoм В; 
а 4 - коэфф�tц�tен т поеданL�я жертвы в торыr1 ХШ�J,НL�ком С ; 

Ы - коэф. задержкL� роста ХL�ы.ника В npL·t отсутств�t�t жертв; 
Ы - коэф. пр�tроста ХL�Ы.НL�:ка В пр1� нan1�ч�t�t ПL�WiL� (жертв); 
с1 - коэф. задержк�� роста х�tы.ннка С пр1� отсутствш� жертв; 
с2 - коэф. прL�роста хнцн1�ка С прL� нa11�tч�tL� п�tЦL� (жертв); 

Здесь коэффL�ЦL�енты соответствуют задаче об одном 
ХL�ы.ннке L·t одно�� жертве , т . е . вnняние третьего 
х�tЦНL�ка L� самоо трав11ен��я жертвы L�ск11юч ено . 
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В задаче о двух x�«blflL·«xax L�

жертве исключаем параметр t 
�• с трш�м траек тор�«ю разв�« тия I х 
популяций в пространстве ХУ2. 
А - начальная точка, 
В - хонеч ная . Траек торL�я АВ 
характеризует численну[О В 
зависимость при развитии. 
Хороыо ВL�дно, что точка В 
выходL�т на плоскость ХОУ, rце 
z=0, т. е. хицн�«к 2 выm�рает в I Т \ 
результате конкурентной борьбы 
с х�«цником У, хотя в нача11ьныL1 1 J. 'Ч А
момент 2 превосходL� т У по 
Ч�4С/18ННОСТ�4. 

1 

,.-----· 

� 
---....J __ .... ---· 

а1= 1.1 а2= .Э аЭ= 1.5 а4= 0 
Ы= .2 Ы= .1 
с1= .1 с2= .02 

1 

хо= 1.5 уо= .5 zo= .В 
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·�

\ 
-�

� 

- ." ) ·-"Q.. -/� -,,../--� ·э., -
,.<- / -�... ..,- ............ / .................... / .......... / -.. � .... ' 

а1= 2 а2= 1 аЗ= 2.3 а4= 1.8 
"' 

Press any key to continue 

Ы= 1.5 Ы= 1 
с1= 1.3 0<с2<4 h=(i13)

л

2 
хо= 1.5 уо= 1 zo= .5 
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Две попуt1ЯЦL�L� XИLJ.t-lL�KOB 
одинаковы по своим параметрам 
по отноыению к жертве. Жертва 
также одинаково pearL�pyeт на 
ВflИЯНИе каждого ХИЦt-lИКа. 
От11ичне топько в начапьных 
чиспенност�х XL�LJ.t-lL�кoв. BnL�ЯHL�e 
самоотравпения жертвы искпючено. 
Процесс развития попупяцL�й с троrо 
цикпич ен . ПрL�ч ем овап цикпа 
вертикапен и находится в одной 
п,юскос ти с осью Х и нач апьноL� 
ТОЧКОЙ А. 

1 

а1= 1.1 

х 

2 

�! 
=' l

i 
i 
; 

·� 1 
. ..,. 

1 j �-,Q..__,..._ z---------
---

---
�---. -------------- ---

а2= 0 аЗ= 1 а4� 1 
Ы= .2 
с1= .2 
хо= 1.5 

Ы= .1 
с2= .1 

уо= .5 zo= .8 
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Стоит незначительно изменить 
параt1етры хиы,ни:ков, :ка:к борьба 
r1ежцу HL�t1и пр1�н1�мае т драма тич ес:кий 
характер. 

Е� раз убежцаемся в не1�збежнос ти 
уничтожения оцного из них цаже при 

х 
•:!
;: 
.·: 
,, 

2� 
незна ч в тельном различ L�и некоторых 

------
параметров оцного ввда от параметров

__.
------

другого. __ ..,..-------

: 
-

в 

Пора делать вывод о том, 
ч то цля выж1�вания J г1�бну�й стороне 
нужно J при неL�r1ении других планов, 
фиксировать и принимать параметры 
:конкурента. 1 

Заt1е тиr1 J что зцесь спнраль 
растяг1�вается и своL�м полюсом 
стремится к плоскости ХОУ образуя 
коническую спL�раль . ...----

А 
..... 
·•

\J 

·-------------- . �=*� z . 1 
.._ ___ -" 1 

--- __ .,.. -----.......... _ --__ ..,.. -----

а1= 1.1 а2= .08 аЗ= 1 а4= 1 
Ы= .2 Ы= .11 
с1= .21 с2= .1 
хо= 1.5 уо= .5 zo= .8 
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Веры��на кон1�ч еской сп1�ра111� 
теперь находится на п110скост1� XOZ. 
Uзменение параметров Ь и с привепо 
к изменени[О орL�ентации конуса, а 
параметр а2 пов111�я11 на темп 
уменьыения амппитуды. 

О выm�ран��и с11едует говор1�ть 
в терt11��1ах относи те11ьного вреr·1ени . 
Спедует пш·1н1�ть о том, что реыения 
со ответе теу[Оы,L-tх сие тем в опредепенных 
преде11ах управ11я[Отся экспонентами с 
отрицатепьными коэффициентами при t. 

f'tбconю тное ун1�ч тожен��е - прак т1�ч еская 
категория, но не теоретическая. 

Цпя зр�� те11ьного дос тижен1�я п11оскос т1� ХО2 , 
набпюдаемого здесь, приы11ось затратить 
10000 d t, прич ем по11ов1�ну на 11100 
всего пути от А цо В. 

х 
{\ 
1 1 
� � 1 • 

: 1 
1 • . : 

� =: 

; 

; 
�
1 

в 

....._ 
-
--

-

а1= 1.1 а2= .04 аЗ= 1 а4= 1 
Ы= .21 Ы= .1 
с1= .2 с2= .1 
хо= 1.5 уо= .5 zo= .8 
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Простейшие модели воору•енной борьбы. 

(Модели Ланчестера) 

Модель Ланчестера 1-го рода. 

Начнем изучение процесса вооруженной борьбы с описания 

простейших ситуаций. классическим примером которых явJiяется 

следующая ситуация. Две группировки противника А и В, сотоящие 

каждая из одинаковых боевых единиц, находятся в процессе 

взаимодействия друг с другом, протекающем следующим образом. 

Каждая боевая единица противника А ведет поиск некоторой единицы 

противника В и, как тоJiько находит ее, совершает по ней один 

"элементарный акт воздействия". Точно так же ведет себя и каждая 

боевая единица противника В. Что такое элементарный акт огневого 

воздействия, зависит от того, что представляют собой боевые 

единицы и какими средствами они обJiадают. В простейшей 

интерпретации боевые единицы - это солдаты со стрелковым оружием. 

а элементарный акт воздействия - один выстреJI ( или очередь из 

автоматического оружия). Не исключена. однако, такая интерпретация 

этих понятий, когда боевые единицы являются целыми 

подразделениями, а элементарные акты воздействия - огневые наJiеты 

с помощью различных систем вооружений. имеющихся у подраздеJiений. 

Далее для краткости элементарный акт воздействия будем называть 

выстреJiом. 

В резуJiьтате элементарного акта воздействия боевая единица, по 

которой он совершался. либо остается совершенно неповрежденной и 

принимает участие в дальнейшем процессе наряду со всеми 

остальными, либо "мгновенно" выходит из строя и не оказывает на 

дальнейшее течение процесса никакого действия. Это означает. что 

она сама не совершает никаких актов воздействия по боевым единицам 

противника в течение всего дальнейшего процесса, а также факт ее 

выхода из строя "сразу же" становится известным всем единицам 

противника и по ней в дальнейшем не совершается никаких 

воздействий. Временем. которое проходит от момента выстрела до 

момента выхода из строя боевой единицы, если таковое имеет место в 

результате этого выстрела, будем пренебрегать. 

Будем считать, что у каждой боевой единицы противника А при 

каждом выстреле вероятность вывести из строя единицу противника В 

одна и та же и равна р
1 

( р
2

). Будем считать таюке. что количество
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выстрелов, совершаемых одной боевой единицей противника А в 
единицу времени, т. е. скорострельность, одно и то же в течении 
всего процесса. Обозначим его через а.1 

(а.2). Обратим внимание на
то, что величины а.1 

и а.2 могут не совпадать, вообще говоря, с теми
скоростре.льностями, которые являются техническими характеристиками 
имеющегося у боевых единиц оружия, и их постоянство является 
довольно существенным nредпо.лоzением относительно характера 
информационного процесса, сопутствующего изучаемому процессу 
взаимного уничтожения, поскольку для проведения прицельного 
выстрела по единице противника ее необходимо обнаружить. 

Пусть в момент t
0

=0 у противников было m
10 

и m
20 

боевых единиц 
соответственно. Нас будет интересовать дальнейшее течение прцесса, 
т. е. изменение численности боевых единиц противников с течением 
времени. 

Конечно, маловероятно, чтобы в каком-либо вооруженном 
конфликте, которые имели место в прошлом, либо происходят сейчас, 
реа.лизовывался тот самый процесс, который мы собираемся изучать: 
с.лишком много сделано предположений. Например, даже ее.ли боевые 
единицы вооружены одним и тем же оружием, практически они никогда 
не бывают полностью одинаковыми: вероятность поражения при одном и 
том же выстреле у различных боевых единиц различна. Да.лее, те 
боевые единицы, по которым в данный момент ведется огонь, в 
большинстве случаев знают это, и у таких единиц вероятность 
поражения противника при собственных выстрелах может существенно 
уменьшиться. В реальных условиях редко в течении всего процесса 
выполняются предположения, сделанные относительно 
информированности противников друг о друге: боевые единицы могут 
укрываться в складках местности, поле боя может быть задымлено, 
так что боевые единицы могут появляться и исчезать из по.ля зрения, 
и т. д. То, что мы собираемся изучать, - лишь некоторая схема 
реального процесса, в каких-то чертах на него похожая. 

Обозначим численности боевых единиц противников в момент 
времени t через m

1 
( t) и m2( t). Потери противника В, т. е. число

выведенных из строя противником А боевых единиц, на некотором 
временном промежутке [t-t/2, t+t/2] длины t (этот временной 
промежуток далее для краткости обозначается через П) равны, в 
соответствии с введенными обозначениями, m2*(t-t/2)-m2*(t+t/2).
Эти потери, с другой стороны, можно оценить следующим образом. 

Одна боевая единица противника А на промежутке П делает а.1 
*t
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выстрелов. Предположим" что промежуток П столь мал" что можно 

считать" что количество выстрелов" сделанных противником А на 

промежутке П" в точности равно a
1
*t*m

1
(t). В этом случае

математическое ожидание количества выведенных из строя единиц 

противника В равно P
1
*a

1
*t*m

1
(t).

Итак" если сделанные выше предположения относительно промежутка 

П справедливы, то будет иметь место приближенное равенство 

Аналогично" 

m
1
*(t-t/2)-m

1
*(t+t/2) � p

2
*a

2
*t*m

2
(t).

Запишем эти соотношения в более удобном виде: 

( 1) 

(m
1
(t+t/2)-m

1
(t-t/2))/t � -P

2
*a

2
*m

2
(t). (2) 

Слева в них фигурируют величины" трактуемые" естественным образом, 

как скорости изменения численности противников. Это дает основание 

постулировать следующую математическую моде.ль" описывающую 

интересующие нас изменения численнос'l•ей взаимодействующих 

противников: 

(3) 

(4) 

( 5) 

( 6) 

Еще раз подчеркнем то" что модель (З)-(6) является некоторым 

постулатом" гипотезой" а рассуждения" которые дали основания ее 

ввести" не являются строгими" а представляют собой лишь некоторые 

"наводящие" соображения. Хотя мы не измени.ли обозначения для 

численностей противников в модели (З)-(6)., однако" величины m
1 

и
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m
2

• фигурирующие в соотношениях ( 1) • ( 2) • и ве.личины m 
1 

и m
2
, 

фигурирующие в моде.ли ( З)-( 6). это разные ве.личины. В 
соотношениях ( 1) и ( З) эти ве.личины в соответствии со здравым 
смыс.лом являются це.пыми числами. точнее, це.почис.ленными 
функциями времени; в соотношениях (З)-(6) величины m

1 
и m

2

являются дифференцируемыми функциями времени. обязательно 
принимающими как це.лые. так и дробные значения. Таким образом, в 
соотношениях (З)-(6) величины m

1
(t) и m

2
(t) - это не "настоящие" 

численности. а некоторые абстрактные характеристики. Их пришлось 
ввести для по.лучения строгих, однозначно трактуемых соотношений 
( 3)-( 6). из которых уже чисто математическими средствами можно 
изв.лекать следствия. В частности. соотношения (З)-(6) позволяют 
дать прогноз развития изучаемого процесса, поско.льку они 
однозначно определяют функции m

1
(t) и m

2
(t), характерезующие 

численности, если заданы начальные условия m
10 

и т
20, а так:же

ве.личины <Х.
1 JJ р

1
• а.

2
, р

2
• Иначе моде.ль (3)-(6) замкнута. если 

считать в ней внутренними ве.личинами функции m/ t) и m
2
( t). а 

внешними - начальные условия m
10 и m

20 
и величины <Х.

1
, Р

1
• <Х.

2
, р

2
•

Этот факт имеет строгое математическое выражение: решение системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений (З). Т4) при начальных 
условиях (5), (6) существует и единственно. 

Модель ( 3)-( 6) получила название моде.11и Jiанчестера 1-го рода. 
Мы начнем ее изучечие с некоторых преобразований. Обозначим 

n =m *k112 

1 1 1 
• (8)

Примечание. Здесь Txap
=1/(k

1
*k

2
)112 характерезует интенсивность

процесса уменьшения численностей противников, t1 называется 
приведенным временем. Штрих при приведенном времени будет далее 
опускаться. 

Перейдем в (З)-(6) к ве.личинам. введенным формулами (7), (8). 
По.лучим 

{ 
dn

1
/dt = -n,., JJ (9) 

dn
2
/dt = -n

1 JJ ( 10) 

n1
(0)=n

1o=m
1 o*k�12. (11) 
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n
2

(0)=n
2o=m2o*k�12. (12) 

Величины k
1 

и k
2 

называются коэффициентами эффективности, n
1 

и 
n

2 
- приведенными чис.ленностями. Очевидно" что форма (9)-(12) 

модели (З)-(6) более удобна для анализа. 
Система (9)., (10) является линейной однородной системой 

обыкновенных дифференциальных уравнений" решение которой" 
удов.летворяющее нача.льным ус.ловиям ( 11)., ( 12), можно выписать в 
замкнутой аналитической форме. еде.лаем это позже. Сейчас же 
рассмотрим один из первых интегралов системы (9), (10) - функцию 
ве.личин, фигурирующих в системе" при подстановке в которую любого 
решения системы она обращается в постоянную. Нас будет 
интересовать интеграл" не зависящий от времени. Такой у системы 
(9)., (10) с точностью до функционального комбинирования существует 
то.лько один. 

Д.ля его получения умножим (9) на n
1

., (10) - n
2 

и вычтем их друг 
из друга. Получим соотношение 

П1* dn1 - П2* dn2
= о. 

dt dt 

Его интегрирование дает 

n�(t)-n�(t)= n�
0

-n�
0

• ( 13) 

Таким образом" разность квадратов приведенных численностей 
противников не меняется в течение всего изучаемого нами процесса и 
равна поэтому такой разности в начале процесса. Соотношение ( 13) 
называется законом квадратов. Оно содержит важную информацию о 
характере изучаемого процесса: для того" чтобы понять" как 
протекает процесс" т.е. как именно он изменяет характерезующие его 
ве.личины" необходимо в первую очередь понять" что' именно этот 
процесс не меняет, т.е. какие именно величины сохраняются при его 
течении; другими словами, необходимо выявить его инварианты. Из 
(13) сразу же вытекает" что победу во взаимодействии одержит тот
из противников" у которого в начале бы.ла большая приведенная
чис.ленность. Если, например" n

10
>n

20
" то" как следует из (13)., в

течение всего процесса будет n
1
>n

2
• В этом случае в тот момент t* .,

когда у второго противника численность обратится в о" т.е. он
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будет полностью уничтожен, у первого противника останется 

n (t*) = (n2 -n2 )112 

1 10 20 
(14) 

боевых единиц. Вспомнив соотношения (8), определяющие приведенные 
численности, мы получаем представление об относительной важности 
технической вооруженности боевых единиц и их численности, 
поскольку величины k

1
=ci

1
*P

1
, k

2
=<X.

2
*P

2 
являются математическими 

ожиданиями количества выведенных из строя единиц одного из 
противников одной единицей другого противника в единицу времени и 
могут трактоваться поэтому как характеристики технической 
вооруженности противников. 

Еще одно важное, с содержательной точки зрения, следствие 
закона квадратов ( 13) выявляется из рассмотрения следующей 
ситуации. Пусть у обоих противников имеется одно и то же начальное 
коJiичество приведенных сил n

10
=n

20
=n

0
, однако процесс 

взаимодействия походит в два этапа. На первом этапе противник А 
вступает всеми своими силами n

0 
во взаимодействие лишь с половиной 

сил n
0 

противника В. В этом взаимодействии победу одержит 
противник А, у него после окончания взаимодействия останется, в 
соответствии (14), n

1
=[.t'з ... "'12)*no приведенных сил. На втором этапе

этими силами противник А вступает во взаимодействие со второй 
половиной сил противника В. Поскольку (Гз /2) *П

0
>n

0
/2, то опять 

победу одержит первый противник, причем у него пocJie второго 
взаимодействия останется, в соответствии с (14) 
n

1
= (�12)*n

0
�0.7*n

0 
приведенных сил. Первый противник в 

описанном взаимодействии полностью уничтожил второго, истратив на 
это лишь около 30% своих сил. 

Рассмотренный пример демонстрирует хорошо известный со времен 
древности принцип, состоящий в том, что "противника необходимо 
бить no частям". В дальнейшем для краткости этот принцип будет 
именоваться принципом БПЧ. Естественно, чем на большее количество 
частей удастся разбить противника и no очереди всеми своими силами 
вступить во взаимодействие с этими частями, тем больший эффект 
будет достигаться. В описанной выше ситуации, если противник В 
разбит не на две, а на N равных частей, то у противника А после 
полного уничтожения противника В, т.е. посте N-го взаимодействия 
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останется 1fN=1)1N*no приведенных сил. Другая сторона принципа БПЧ
состоит в том, что можно побеждать противника, имея меньшую 
начальную приведенную численность. Если противник В разбит на N 
равных частей, то противник А побеждает, имея чуть больше, чем 
-i11N*Пo приведеННЫХ CИJI.

Приведем теперь решение системы (9), (10) с начальными 
условиями (11), (12). Продифференцируем уравнение (9) и, используя 
уравнение (10), получим d2n

1
/dt2=n

1
• Общее решение этого уравнения 

дается формулой n
1
=A*exp(t)+B*exp(-t). Подставляя это в (10), 

прлучаем n
2

=-A*exp(t)+B*exp(-t). Используя начальные условия (11), 
( 12) , получаем для определения произвольных постоянных А и В 
соотношения A+B=n

10
, B-A=n

20
• Таким образом, 

ИJIИ 

n
1 

= n
10*(exp(t)+exp(-t))/2 - n

20*(exp(t)-exp(-t))/2,

n
2 

= -n
10

*(exp(t)-exp(-t))/2 + n20
*(exp(t)+exp(-t))/2,

n
1 = n

10
*ch(t) - n

20
*sh(t), (15) 

n
2 

= -n10
*sh(t) + n20*ch(t). (16) 

Значение приведенного времени t"', при котором взаимодействие 
прекращается из-за полного уничтожения противника В, дается 
формулой 

t* = f *1n[[ 
n10+1]/[ 

n10-1]] = arcth[ 
n20]. (17) 

n20
n20

n
1 о 

Если ze n
10

=n20, то n
1
=n

2
=n

10*exp(-t), и в этом случае процесс 
взаимодействия продолжается до бесконечности. (Необходимо иметь в 
виду, однако, что при малых численностях уравнения .Ланчестера 
будут описывать процесс некорректно.) 

Изучим теперь как ведет себя величина 
S 1 = n 1 1 n2 , 

(18)

которую принято называть соотношением сил (с точки зрения первого 
nротвника). Соотношение сил часто фигурирует в профессиональном 
анализе и оценках ситуаций на театре военных действий. 
Дифференцируя S 1 , 

получаем
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= (n�-n�)/n� и.ли = s; - 1.

Интегрируя это уравнение при условии S
1
(0)=S

10
=n

10
/n

20
, по.лучаем

A
0

+exp(2*t)
s 1 

= , < 19) 
A

0
-exp(2*t)

где A
0

=(S
10

+1)/(S
10

-1).
Ее.ли S

1 
( О) >1, то, как видно из ( 19), функция S

1 
( t) монотонно

возрастает до бесконечности, когда t меняется от О до t*. 
Соотношение сил, таким образом, в течение изучаемого процесса 
становится все бо.лее в по.лъзу того противника, который с самого 
нача�а бы.л си.льнее. 

Одно из предпо.ложений, лежащих в основе моде.ли Ланчестера 1-го 
рода, состоя.ло в том, что каждый из противников в течение 

фиксированного промежутка времени (равного 1/�
1 

для первого
противника и 1/�

2 
- для второго) обязате.лъно находит непораженную

боевую единицу противника, по которой он производит воздействие с 
неменяющейся со временем вероятностью ее вывода из строя. 
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·· Артемьев Эдуард Иосифович. Исследование математических моделей имитации конфликтов. Чебоксары, 1998.

1 

Модель nанчестера 1-ro рода 

�

х - чиспенность 1-ro противника 

--...__........__ у - численность 2-ro противника 
------------. 

1 

х0= 1.?5 у0= .5 - начальная численность 

s2= 1.2 
s1= .2 

t 

Простеиwая r1одель вооруженной борьбы llанчестера 1-ro рода r1ежду противни
коr1 - 1 w про тwвникоr1 - 2 . Дифференциальные уравнения r1оде л1� wr1eю т вид : 

dx1dt=-s2iEY, dy1dt=-s1*X, при х(0)=х0, у(0)=у0. (•) 
Пусть р1 - вероятность с которой каждая боевая единица протwвника-1 при 

каждоr1 выстреле поражает боевую единицу противника-2, а1 - скорострельность 
БЕ П-1, rrt1 - чис.nенность П-1 в r1омент t, dt - вреr1енн0Сt промежуток на кото
ром определяются потери противника-2. Одна БЕ П-1 делает на промежутке dt 
a1i!Edt выстрелов. Матеr1атическое ожидание чис11а выведенных из строя БЕ П-2 
приниr1аем равныr1 p1*д.1i!Edt*n1. Но это есть изr1енение чис11енности БЕ П-2, т. 
е. -drrt2. С11едовательно, drrt2=-p1*д.1*n1i!Edt и11и drrt21dt=-p1*д.1*n1. �на11оrично 
получаются уравнения drrt1ldt=-p2*d2*nZ.Oбoзнaчим x =rrt1 и y =rrt2, s1=a1*p1 и 
s2 =aZ*p2. По11учим уравнения(*). 

:=]-
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• 

•моАель �анчестера 1-го рода - это одна из 
•простейших иоделей воору•енной борьбЫ·
•построение зависииости численности x<t> противника - 1,
•и численности у (t) противника - 2-
•построение фазовой траектории F<x,y>=O иетодои Pyнre-Kyттa-

GOSUB 1000 •подпрограииа построения системы координат 

•правая часть диФФУРавнения изиенения численности
•первого противника
DEF fnfx <х, у) = -s2 * У

•правая часть диффуравнения изиенения численности
•второго nротивника
DEF fnfy <х, у) = -s1 * х

s2 = 1.2 
sl = -2

•коэффициенты диффуравнения

tk = 100: dt = .01 •вреия конечное и приращение вреиени

t = о: х = 1.75: у =  -5 
xl = х: yl = у 

•начальные условия
•вывода начальных данных

•метоА Рунге-Кутта
хо = х: уо = у 

FOR i = 1 ТО 250 •цикл изиенения вреиени
IF х <= О OR у <= О THEN i = 500 
t = t + dt 
kxl = fnfx<x, у) * dt 
ky1 = fnfy(x, у) * dt 
kx2 = fnfx<x + kx1 / 2, у +  kyl / 2> * dt 
ky2 = fnfy(x + kx1 / 2, у +  ky1 / 2) * dt 
kхЗ = fnfx<x + kx2 / 2, у +  ky2 / 2) * dt 
kуЗ = fnfy(x + kx2 / 2, у +  ky2 / 2> * dt 
kx4 = fnfx<x + kхЗ, у +  kуЗ) * dt 
ky4 = fnfy(x + kхЗ, у +  kуЗ) * dt 
•приращение количества противника - 1
dx = (kx1 + 2 * kx2 + 2 * kхЗ + kx4> / 6
•приращение количества противника - 2
dy = (ky1 + 2 * ky2 + 2 * kуЗ + ky4) / 6 
х = х + dx 
у =  у +  dy 
PSET <tO + t * mt, хО - х * mx> 
PSET <tO + t * mt, хО - у *  mx> 
NEXT i 

•то"DСа графика противника - 1
•то"DСа графика противника - 2

•вывоА коnиентариев и начальных данных
LOCATE 2, 25: PIHNT "Модель �анчестера 1-го РОАа"
LOCATE 6, 25: PRINT "х - численность 1-го противника"
LOCATE 11, 25: PRINT "у - численность 2-го противника"
LOCATE 16, 2: PRINT "xO="i х1; " уО="; yl; " - начальная численность"
LOCATE 4, 60: PRINT "s2:"; s2 
LOCATE 5, бо: PIHNT "sl="; sl 

GOSUB ЗООО 

END 

1000 : •подпрограnиа 
SCREEN 12 

построения систекы координат t 
•графический экран

mt = 100: mx = 100 
to = 50: хо = 200 

•иас�таб: пикселей в единице
•начало координат в пикселях на

LINE <tO, хО>-<620, хО> •координатные оси
LINE <tO, xO>-<tO, хО - 10 * mx> 

•разиетка и обозначение осей xt
FOR t = 1 ТО 5
PSET <tO + t * mt, хО - 2)
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IF ABS<t - 10) < .02 THEN CIRCLE (tO + t * mt, хО), З 
NEXT t 

FOR х = О ТО 7 STEP 1 
PSET (tO - 2, хО - х * mx> 
NEXT х 

LOCATE 12, 73: PJHNT 11t" 
LOCATE 2, 10: PRINT 11х,у•• 
LOCATE 14, 19: PRINT 111' 1 

LOCATE 6, 5: PRINT 11111 

REТURN 

3000 : 
LOCATE 17, 
LOCATE 17, 
LOCATE 18, 
LOCATE 18, 
LOCATE 19, 
LOCATE 19, 
LOCATE 20, 
LOCATE 20, 
LOCATE 21, 
LOCATE 21, 
LOCATE 22, 
LOCATE 22, 
LOCATE 2З, 
LOCATE 2З, 
LOCATE 24, 
LOCATE 24, 
LOCATE 25, 
LOCATE 25, 
LOCATE 26, 
LOCATE 26, 
LOCATE 27, 
LOCATE 27, 
LOCATE 28, 
LОСАТЕ 28, 
REТURN 

rПОАпроrраииа вывода коииентариев 
2: PRINT •• ПростеЙtаJая ИОАель воору•енной борьбы•• 
40: PRINT •• /\анчестера 1-го рода ие•дУ противни-•• 
2: PRINT ••кок - 1 и противникок - 2. Дифференциа" 
40: PRINT "льные уравнения коАели икеют виА: " 
2: PRINT " dx/dt=-s2*Y, dy/dt=-sl*x, ПРИ " 
40: PRINT "х( О)=хО, у( 0):уо. < *) •• 
2: PRINT " Пусть р! - вероятность с которой ка•д' 1 

40: PRINT ••ая боевая единица противника-! при •• 
2: PRINT ••ка•док выстреле пора•ает боевУIО единиц•• 
40: PRINT 1

1 у противника-2, а! - скорострельность•• 
2: PRINT "БЕ П-1, ml - численность П-1 в иоиент •• 
40: PRINT II t, dt - врекенной проие•уток на кота-•• 
2: PRINT "рок определяются потери противника-2- 1

1 

40: PRINT "Одна БЕ П-1 делает на проие•утке dt " 
2: PRINT ''al*dt выстрелов. Матекатическое о•иАан" 
40: PRINT "ие числа выведенных из строя БЕ П-2 " 
2: PRINT "принииаеи равныи P1*a1*dt*m1· Но зто " 
40: PRINT "есть изкенение численности БЕ П-2, Т•" 
2: PRINT "е. -dm2- Следовательно, dm2=-p1*a1*m1*" 
40: PRINT "dt или dm2/dt=-P1*a1*m1. Аналогично •• 
2: PRINT ••получаются уравнения dm1/dt=-p2*a2*In2·" 
40: PRINT "Обазначик x=ml и y:m2, s1=a1*P1 и " 
2: PRINT "s2=a2*P2· Получик уравнения <*>· " 
40: PRINT 11 11 
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1 

х,у Модель Ланчестера 1-го роца с привеценнои численностью 

� 

�� 
� .......... 

1 

х - приведенная численность 1-ro противника 

у - привеценная численность 2-ro противника 
t 

х0= 1.06 у0= 1 - начальная численность 
Простеиыая r1оце11ь вооруженнои борьбы Ланчестера 1-ro роца r1ежцу противни

ком - 1 и противникоr1 - 2. Дифференциа11ьные уравнеНi4Я r1оде11и иr1еrот виц: 
dx1dt=-y, dy1dt=-x, при х(0)=х0, у(0)=у0. (*) 

Пусть р1 - вероятность с которои каждая боевая ециница противника-1 при 
кажцоr1 вые трепе поражает боевую ециницу про тивника-2, а 1 - скорое трепьнос т ь 
БЕ П-1, r111 - чис11енность П-1 в момент Т, dT - вреr1еннои проr1ежуток на кото
роr1 опреде11яrо тся потери про тивника-2 . Одна БЕ П-1 депае т на промежутке d Т 
a1*dT выстре11ов. Матеr1атическое ожидание чиспа вывеценных 14з строя БЕ П-2 
принимаем равным p1*d1*dT*llt1. Wo это есть изменение чис11енности БЕ П-2, т. 
е. -dr112. С11едовате11ьно, dn2=-p1*d1*fl'f1*dT и11и dr1121dT=-p1*d1*fl't1. Анапоrично 
по11учаются уравнения dr1111dT=-p2*d2*fl'f2.0бoзнaчим x=r111*(a1*p1)

л

0.S, и 
y=r112*(a2*p2 )"0. 2, t=T*(a1*aZ*p1*p2 )"0. 5 - по11учиr1 уравнения ( *) .

J 

:;;7 



rМоАелъ �анчестера 1-го РОАа - зто ОАНа из 
rпростейыих коделей воору•енной борь�ы-
rпостроение зависикости численности x(t) противника - 1, 
rи численности у <t> противника - 2. 
rпостроение фазовой траектории F(x,y>=O иетодои Рунге-Кутта. 
rзАесь используется понятие приведенной численности-

GОSUВ 1000 rПОАПРОГракка построения сметены КООРАИнат 

rправая часть АИФФУравнения изиенения численности 
rпервого противника 
DEF fnfx <х, у)= -у 
rправая часть диффуравнения изкенения численности 
rвторого противника 
DEF fnfy <х, у)= -х 

dt = -01 rвреия конечное и прира�ение времени 

t = о: х = 1.06: у = 1 
xl = х: yl = у 
rметод Рунге-Кутта 
хо = х: уо = у 

rначальные условия 
rвывоАа начальных данных 

FOR i = 1 ТО 250 rцикл изменения врекени 
IF х <= О OR у <= О THEN i = 500 
t = t + dt 
kxl = fnfx(x, у)* dt 
ky1 = fnfy(x, у)* dt 
kx2 = fnfx(x + kx1 / 2, у +  kyl / 2> * dt 
ky2 = fnfy(x + kxl / 2, у +  kyl / 2) * dt 
kхЗ = fnfx<x + kx2 / 2, у +  ky2 / 2) * dt 
kуЗ = fnfy(x + kx2 / 2, у +  ky2 / 2) * dt 
kx4 = fnfx(x + kхЗ, у +  kуЗ) * dt 
ky4 = fnfy(x + kхЗ, у +  kуЗ) * dt 
rприра�ение количества противника - 1 
dx = (kxl + 2 * kx2 + 2 * kхЗ + kx4> / 6 
rприра�ение количества противника - 2 
dy = (ky1 + 2 * ky2 + 2 * ky3 + ky4) / 6 
х = х + dx 
у =  у "  dy 
PSET (tO + t * mt, хО - х * mx> 
PSET <tO + t * mt, хО - у *  mx> 
NEXT i 

rточка графика противника - 1 
rточка графика противника - 2 

rвывоА коикентариев и начальных данных 
LOCATE 2, 25: PRINT "Модель �анчестера 1-ro рода с приведенной численн 
LOCATE 9, зз: PRINT "х - приведенная численность 1-го противника" 
LOCATE 11, зз: PRINT "у - приведенная численность 2-го противника" 
LOCATE 16, 2: PRINT "xO="i х1;" yO="i у1;" - начальная численность" 

GOSUB 3000 

END 

1000 : rпаАпрогракка 
SC'REEN 12 
mt = 100: mx = 100 
to = 50: хо = 200 

построения систеиы КООРАинат t 
rrрафический экран 

rкасютаб: nикселей в еАинице 
rначало координат в пикселях на 

LINE <tO, хО)-(620, хО> rкоординатные оси 
LINE <tO, xO>-<tO, хО - 10 * mx> 

� rразиетка и обозначение осеи xt 
Ф FOR t = 1 ТО 5 
� PSET ( to + t * mt , хо - 2 > 
а, IF ABS<t - 10) < -02 THEN CIRCLE (tO + t * mt, хО>, 3 
1- NEXT t 
Q. 

<: 
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FOR х = О ТО 7 STEP 1 
PSET (tO - 2, хО - х * mx> 
NEXT х 

LOCATE 12, 73: PRINT "t;" 
LOCATE 2, 10: PJHNT "х,у" 
LOCATE 14, 19: PJHNT "1" 
LOCATE 6, 5: PRINT 11 1" 
J?EТU'RN 

зооо : 
LOCATE 17, 
LOCATE 17, 
LOCATE 18, 
LOCATE 18, 
LOCATE 19, 
LOCATE 19, 
LOCATE 20, 
LOCATE 20, 
LOCATE 21, 
LOCATE 21, 
LOCATE 22, 
LCCATE 22, 
LOCATE 2З, 
LOCATE 2З, 
LOCATE 24, 
LOCATE 24, 
LOCATE 25, 
LOCATE 25, 
LOCATE 26, 
LOCATE 26, 
LOCATE 27, 
LOCATE 27, 
LOCATE 28, 
1 . .ОСАТЕ 28, 
HEТURN 

rПОАПРОгракка вывода коккентариев 
2: � INT •• Простейыая коде ль воору:иеннои борьбы" 
40: PRINT •• 1\анчестера 1-го рода ке•дУ противни-•• 
2: P:RINT "кок - 1 и противникам - 2. Дифференциа" 
40: PRINT "льные уравнения коАели икеют вид: 11 

2: PRINT II dx/dt;=-y, dy/dt=-x, ПРИ I
I 

40: �INT "х( О)=хО, у( О)=уО. ( *> •• 
2: PRINT •• Пусть р1 - вероятность о которой ка•А" 
40: PRINT "ая боевая еАиница противника-1 при ••
2: PRINT "ка:ИАОК выстреле ПОРl!•ает боевую еАиниц" 
40: PRINT "у противника-2, а1 - скорострельность" 
2: PRINT "БЕ П-1, m1 - численность П-1 в кокент " 
40: PRINT "Т, dT - врекенно:й проке•уток на кото-11 

2: P:RINT "рок определяются потери противника-2. " 
40: PRINT "Одна БЕ П-1 Аелает на проке•утке dT ••
2: P:RINT "a1•dT выстрелов- Матекатическое ожидая" 
40: P:RINT "ие числа вывеАенных из строя БЕ П-2 11 

2: PRINT "приникаек равнык P1*a1*dT*m1. На зто II 

40: P:RINT "есть изменение численности БЕ П-2, т.•• 
2: P:RINT "е. -dm2· СлеАовательна, dm2:-p1*a1*m1*" 
40: PRINT "dT или dm2/dT=-P1*a1*m1- Аналогично " 
2: P:RINT "получаются уравнения dm1/dT:-p2*a2*m2- 1

' 

40: P:RINT "Оба::значик x=m1*(a1•p1)ЛQ.5, и II 

2: P:RINT "y=m2*(a2*P2) ЛQ.2,t;=T*(a1*a2*P1*p2)ЛQ.5" 
40: P:RINT 11 - получик уравнения ( *>. •• 
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1 't, 
' '

' ' 

.1 

xi = З 

\ 

х,у Принцип 'Беu противника по частяr1' в модели Л-1 

._ \ 
... \ 
' ' 

\ \ 
... \ 

\ 

\ 
\ 

х - приведенная численность 1-ro противн��ка 
у - привеценная чисnенность 2-ro противн��ка 
х0= З у0= 1 - начальна� численность 

' ' \ 

"' "' '"' '
\ ' 

t ' \ \ ' ' ' \ \ ' ' \ '\ \ ' � 1 . ...

1 
2.ВЗ 2.бS 2.45 2.24 2.00 1.73 1.41 1.00

Согласно r1оде11и Ланчестера 1-ro рода при вступлении в конф11икт всех БЕ П-1 
и всех БЕ П-2, выигрывает тот противник , чья начаnьная ПРUВЕДЕННАЯ ЧМСЛЕННОСТЬ 
бы11а выые. Напоr1ним" что ПРUВЕДЕННАЯ ЧUСЛЕННОСТЬ x=n1*S1,y=1112*S2,rдe s1=a1*p1 
и s2=a2*p2 - есть характеристики технической вооруженности противников; 1111,1112 -
собственно численности боевых ециниц. Выходит, что в саr1ом начале следует 
капитуnирова т ь противнику с r1еньыей приведенной чис11еннос т ыо? - Нет! 

Здесь приведена драмма поражения противника-2 с нача11ьной приведенной чис11ен
ностыо у=В бо11ее с11абоr1у противнику-1 с нача11ьной приведенной чис11енностыо х=З. 

Коварство слабого противника закnmчается в тоr1, что он ухитряется бить про
тивника по частям. Каждый раз он выбирает группировку противника с приведенной 
чис11енностьm равной 1 1� уничтожает ее. Затем перекnmчается на с11едуmыуm группу. 

Под гракфиком приведены значения прив.чисn. П-1 перед очередной акцией. 
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r модель /\анчестера 1-го рода. 
r построение зависииости численности x<t> противника - 1, 
r и численности у (t> противника - 2· 
r здесь используется понятие приведенной численности • 
rв данной програике иоделируется принцип тактики: 
r "Бей противника по частяи", когда слаSая сторона 
rвыSирает часть противника с иеньыей приведенной 
r численностью, уничто•ает ее и принииается за уничто•ение 
r друrой части противника с приведенной численностью 
r достаточно иалой для поSеды. 

GOSUB 1000 r подпрограииа построения систены координат 

r правая часть диФФУРавнения изиенения численности 
r первого противника 
DEF fnfx (х, у) = -у 
r правая часть диффуравнения изиенения численности 
r второго противника 
DEF fnfy <х, у) = -х 

dt = .01 rвреия конечное и приращение врекени 

t = о: х = з: у =  1 
х1 = х: у1 = у 
r метод Рунrе-Кутта 
хо = х: уа = у 

r начальные условия 
rвывода начальных данных 

LOCATE 15, 1: PRINT "xi="i х1; 
FOR i = 1 ТО 500 rцикл изиенения вреиени 
IF у <= О THEN у =  yt: PRINT USING 11 ####-##11 , х; 
IF у <= О OR х <= 1! THEN i = 500 
t = t + dt 

kx1 = fnfx<x, у) * dt 
ky1 = fnfy<x, у) * dt 
kx2 = fnfx<x + kxl / 2, у +  ky1 / 2> * dt 
ky2 = fnfy<x + kx1 / 2, у +  ky1 / 2) * dt 
kхЗ = fnfx(x + kx2 / 2, у +  ky2 / 2> * dt 
kуЗ = fnfy<x + kx2 / 2, у +  ky2 / 2) * dt 
kx4 = fnfx<x + kхЗ, у +  kуЗ) * dt 
kY4 = fnfy(x + kхЗ, у +  kуЗ) * dt 
r приращение количества противника - 1 
dx = (kxl + 2 * kx2 + 2 * kx3 + kx4) / 6 
r приращение количества противника - 2 
dy = <ky1 + 2 * ky2 + 2 * kуЗ + ky4) / 6 
х = х + dx 
у =  у +  dy 
PSET <tO + t * mt, хО - х * mx> 
PSET (tO + t * mt, хо - у *  mx> 
NEXT i 
PRINT 

r точка графика противника - 1 
r точка графика противника - 2 

i::::t
Q.
ro

r вывод коииентариев и начальных данных 
� LOCATE 2, 25: PRINT "Принцип r Бей противника по частS1иr в иодели /\-1" 

СТ') LOCATE З, зз: PRINT "х - приведенная численность 1-го противника" 
[D LOCATE 4, зз: PIHNT "у - приведенная численность 2-го противника" 
Ф LOCATE 5, зз: PRINT "хО="; х1; " уО="; yt; " - начальная численность"
.Q 
1: 
� GOSUB ЗООО 
Q. 
<i END 
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1000 : •поАnрограииа 
SCREEN 12 

построения систе:кы коорАинат t 
•графический экран

mt = 100: mx = 50 
tO = 50: хО = 200 

•иасштаб: пикселей в еАинице
•начало координат в пикселях на экране

LINE (tO, хО)-(620, хО> •координатные оси
LINE (tO, xO)-(tO, хО - 10 * mx> 

•разиетка и обозначение осей xt
FOJ;1 t = 1 ТО 5
PSET (tO + t * mt, хО - 2)
IF AБS<t - 10> < -02 THEN CIJ;1CLE (tO + t * mt, хО>, 3
NEXT t

FOR х = О ТО 7 STEP 1 
PSET (tO - 2, хО - х * mx> 
NEXT х 

LOCATE 12, 73: PJ;1INT "t" 
LOCATE 2, 10: PRINT "х,у" 
LOCATE 14, 19: PRINT "1" 
LOCATE 10, 5: PIHNT "1 11

REТURN 

3000 
. . 

LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
REТURN 

17, 
17, 
18, 
18, 
19, 
19, 
20, 
20, 
21, 
21, 
22, 
22, 
23, 
2З, 
24, 
24, 
25, 
25, 
26, 
26, 
27, 
27, 
28, 
28, 

•поАпрограика вывоАа коикентариев
1: PRINT " Согласно коАели /\анчестера 1-го РОАа " 
41: PRINT "при вступлении в конфликт всех БЕ П-1 " 
1: PRINT "и всех БЕ П-2, выигрывает тот противник " 
41: PRINT ", чья начальная ПРИВЕдЕННАЯ ЧМС/\ЕННОСТЬ" 
1: PRINT "была выше. Напоинии, что ПРИВЕдЕННАЯ ЧИС" 
41: PRINT 11/\ЕННОСТЬ x=m1*s1,y=m2*s2,гAe s1=a1*P1 " 
1: PRINT "и s2=a2*p2 - есть характеристики техниче" 
41: PRINT "екай воору•енности противников; m1,m2 -" 
1: PRINT "собственно численности боевых еАИНИЦ• 11 

41: PRINT "ВыхоАит, что в саиои начале слеАует " 
1: PRINT "капитулировать противнику с иеньшей nри" 
41: PRINT "веАенной численностью? - Нет! " 
1: PRINT " 3Аесь nривеАена АРаииа поражения проти" 
41: PRINT "вника-2 с начальной привеАенной числен-" 
1: PJ;1INT "ностью у=8 более слабои•.:1 противнику-! с II 

41: PRINT "начальной привеАенной численностью х=З·" 
1: PRINT " Коварство слабого противника заключае" 
41: PRINT "тся в тои, что он ухитряется бить про- " 
1: Pt;1INT "тивника по частяи. Ка•.дый раз он выбирае" 
41: PRINT "т группировку противника с привеАенной " 
1: PRINT "численностью равной 1 и уничто•ает ее- 3" 
41: PRINT "атек переключается на cлeAYIOt&tYIO группу." 
1: PRINT " ПоА гракфикок привеАеНЫ значения nрив-" 
41: PRINT "числ- П-1 переА очередной акцией. " 
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Модель Ланчестера 2-ro рода. 

Рассмотрим несколько другую ситуацию, которая, очевидно, 
достаточно часто имеет место. Пусть каждый из противников не видит 
конкретных боевых единиц другого противника, а знает лишь область, 
где они расположены. Конфигурация области D

1
(D2), где расположены 

боевые единицы противника А( В) несущественна. Обозначим пзющадь 
области D1(D2) через S1(S2). Введем в рассмотрение величину

1 1=� (12=�. Эта величина характерезует по порядку 
линейный размер области D

1 
(D2). Будем считать, что характерный 

линейный размер г
1
(г

2
) боевой единицы противника А(В) меньше 

величины 1 1
(12

):

(20) 

Предположим, что при попадании боезапаса противника В( А) в 
область D1(D2) все боевые единицы потивника А(В), оказавшиеся 
внутри круга площади б2(б 1

) с центром в точке попадания, выходят
из строя с вероятностью Q2(Q1), а боевые единицы, находящиеся за 
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пределами этого круга остаются совершенно непораженными. Очевидно, 
что эти предположения содержат также предположение о том, что 

г1 <� [г2<�, (21) 

т.е. характерный линейный размер боевой единицы меньше по порядку 
величины характерного линейного размера площади поражения. 
Предположим, далее, что характерное расстояние d

1
(d

2
) между

боевыми единицами больше линейного размера площади поражения: 

(22) 

Это предположение позволяет считать, что каждый выстрел может 
вывести из строя лишь одну боевую единицу. 

Предположим, наконец, что противник В( А) ведет стрельбу так, 
что при каждом выстреле попадание в окрестность любой точки d

1
(d

2
) 

области пропорционально площади этой окрестности и что характерная 
величина рассеивания при стрельбе r

1
(r

2
) по порядку величины 

меньше линейного размера 1
1
(1

2
) области d

1
(d

2
): 

r1 <1 1 (r2<12). с2з> 
Пусть в некоторый момент времени t численность боевых единиц 

противников равна m
1

(t) и m
2

(t). Из сделанных предположений 
следует, что вероятность р

2
(р

1
) вывода из строя единицы противника

А( В) при выстреле единицы противника В( А) , совершенном в момент 
времени t, равна m

1
(t)*б2*Q

2
/S

1 
(m

2
(t)*б

1
*Q

1
/s

2
]. Рассуждения,

аналогичные тем, которые были выполнены для модели Ланчестера 1-го 
рода, дают основание постулировать в рассматриваемом случае 
следующую модель 

{ 
dm

1
/dt

: 
-(�2*б

2
*Q

2
/S

1
)*m

1
*m

2
,

dm
2
/dt - -(�

1
*б

1
*Q

1
/S

2
)*m

1
*m

2
,

m 1
(0) = m10,

m
2

(0) = m20,

получающуюся подстановкой в соотношения (З)-(6) 
1-го рода вместо р

2
(р

1
) величины m

1
(t)*б

2
*Q2/S

1

Вводя обозначения
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(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

модели Ланчестеfа
(m2

(t)*б
1
*Q

1
/S

2
J· 



получаем 

f 1
= CX.1*б 1*Q 1

/S2
,

f2
= СХ.2*б2*Q2

18
1

{ 
dm 1

/dt
: 

-f2*m 1*m2
,

dm2
/dt - -f 1*m 1*m2

.

m/0) = m 1 0
,

m2(0) = m20 ·

(28) 

(29) 

(30) 
( 31) 
(32) 

(33) 

Уравнения (30)-(33) принято называть уравнениями Ланчестера

2-го рода. 
Соотношения вида ( 30)-( 33) описывают процесс вывода из строя

боевых единиц не только при сформулированных в этом разделе

предположениях. Например, фактически ничего не изменится в

рассуждениях, если отказаться от предположения ( 22), но считать,

что боевые единицы противников равномерно распределены по

соответствующим об.пастям. В этом случае величина m 1 
( t) *б

2*Q2
/S1

( m2 
( t) !б 1*Q1 1s2] будет характеризовать ма тема_:·ическое ожидание

количества выведенных из строя боевых единиц стороны А( В) при

одном выстреле единицы противника В(А), совершенном в момент t.

Еще одним примером является ситуация, когда боевые единицы хотя и

видят противника, но не имеют информации о результатах своих

выстрелов, и т.д.

Может сложиться ситуация, когда часть боевых единиц находится в

одних информационных условиях, другая часть - в других. В этом

случае процесс выхода из строя боевых единиц описывается моделью,

обобщающей модели (3)-(6) и (30)-(33): 

{ 
dm 1

/dt
: 

-k2*б2*m2 -f2*m 1*m2
, (34) 

dm2
/dt - -k

1*б 1*m 1 
-f1*m 1*m2. (35) 

m 1 
( О) 

= m 1 0, ( 36) 

m2
( О) = m20 . 

( 37) 
Исследуя процесс, описываемый этими соотношениями, начнем со

с.лучая б 1 =б2
=0, т.е. с модели Ланчестера 2-го рода (30)-(33). 

Естественно сделать следующую замену искомых функций:
(38) 
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в результате которой соотношения (30)-(33) примут вид 

{ 
dn

1
/dt = -П1*П2, (39) 

dn
2

/dt = -Л1 *П
2 •

(40) 
n

1 (0) = n
10 , (41) 

n
2 (0) - n

20• (42) 
Величины n

1 
и n

2 , как и прежде, будем называть приведенными 
численностями. В данном случае не зависящий от времени интеграл 
ситемы ( 39), ( 40) получается вычитанием этих уравнений друг из 
друга, что дает 

(43) 

Таким образом, в рассматриваемом взаимодействии сохраняется 
разность приведенных численностей. Поэтому тот противник, у 
которого в на чале процесса привеленная численность была больше, 
будет сохранять это преимущество в течение всего процесса. 

Найдем явные выражения для функций n 
1 

( t) , n
2 

( t) , 

у дов.летворяющих ( 39) -( 42) . Для этого выразим n
2 

( t) из ( 43) и
подставим получившееся выражение в (39). Получим 

где 

dn
1 

-- = -n * ( n -д ) ,
dt 1 1 О 

(44) 

(45) 

начальная разность приведенных сил. При интегрировании уравнения 
(44) следует различать два случая: а) Л

0
=0 и 6) Л

0
#0. В случае а),

как нетрудно видеть,

(46) 

Общий характер решения похож на решение n
1
=n

2
=n

10
*exp(-t) 

уравнений Ланчестера 1-го рода в случае равенства приведенных сил, 
однако, стрем.пение к нулю приведенных численностей при увеличении 
времени происходит менее интенсивно, что объясняется уменьшением 
вероятности поражения при уменьшении чис.ленностей. 

Рассмотрим теперь основной случай, когда Л
0

#0. Не нарушая 
общности, можно считать, что Л

0
>0. Уравнение (44) перепишем в виде 
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dn
1

dn
1

( n
1
-Ло) n

1 

= -Л0*dt. (47) 

Интегрируя (47) с учетом начальных условий (41), (42), используя 
затем (43), получаем 

n
1

(f) = n
10*Л0/(n

10-n
20*exp(-Л0*t)), (48) 

n
2

(�) = n
20*Л

0
*exp(-Л

0
*t)/(n

10
-n

20*exp(-Л0*t)). (49) 

Итак, величина n
1
(t), в соответствии с (48), монотонно уменьшается 

от n
10 до n

10-n
20, величина n

2
(t) монотонно уменьшается от n

20 до
нуля. 

Существенное отличие рассматриваемого процесса от того, который 
описывается уравнениями Ланчестера 1-го рода, состоит в том, что 
численность более слабого противника обращается в ноль лишь при 
t=m. Однако, так же как и для уравнений Ланчестера 1-го рода 
предположения, сделанные при выводе уравнений (39)-(42), 
справедливы лишь тогда, когда численности n

1
(t) и n

2
(t) достаточно 

велики. 
Для процесса, описываемого уравнениями Ланчестера 2-го ро,ца, 

принцип БПЧ, о котором шла речь в предыдущем разделе, не имеет 
места. В самом деле, если n

10=n
20 и противник А вступает во

взаимодействие сначала с половиной n
20/2 сил противника В, а затем

оставшимися силами со второй половиной, то, в соответствии с (43) 
у него после первого взаимодействия останется n

10
/2 сил и никакого 

выигрыша от такой организации процесса он иметь не будет. 
Некоторое неудовлетворение в этих рассуждениях вызывает то 
обстоятельство, что первое взаимодействие окончится лишь при t=m. 
Видоизменим рассуждения следующим образом. Будем считать, что в 
первом взаимодействии противник А вступает в бой с количеством 
X*n

20 сил противника В, где 0<х<1. Остальные (1-X)*n
20 сил

противника В находятся в резерве. Пусть первое взаимодействие 
продолжается некоторое время t. Обозначим количество сил у 
противников А и В после первого взаимодействия через n

11 
и n

21
. Из 

(43) вытекает, что эти величины связаны с n
10 их соотношением

Во втором взаимодействии оставшиеся после первого взаимодействия 
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силы противника В в количестве n
21 

объединяются с резервом,

количество которого равно (1-X)*n
20

• В результате в начале второго

взаимодействия у противника В будет в силу (50), n
21

+n
1 0

*(1-x)=n
11

сил - ровно столько же, сколько и у противника А. Тот факт, что 

некоторое время все силы противника А взаимодействовали с частью 

сил противника В, никакого влияния на характер процесса не оказал. 

В точно такой же ситуации, если бы процесс описывался 

уравнениями Ланчестера 1-го рода, выиграл бы, очевидно, противник 

А. 

Интересен вопрос о том, имеет ли место принцип БПЧ для модели 

(34)-(37). Интуитивно ясно, что ответ на этот вопрос должен быть 

положительным, однако исследование этого факта мы не успели 

провести. 
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Артемьев Эдуард Иосифович. Исследование математических моделей имитации конфликтов. Чебоксары, 1998.

Х1У Модель nанчестера 2-ro рода 
х - ЧL4сленность 1-ro npoтL4BHL4J<a 
у - чис11енность 2-ro противниJ<а 
х0= 1 у0= . 5 - начальная ЧL4сленность 
k 1 = . 1 k2 = . З - коэффL4ЦL4ен т пораженL4Я

\"' 

��--=-=== t 

� 10 

Модель вооруженной борьбы Ланчестера 2-ro рода. ЦL4фференЦL4а11ьные ур-ния 
модели: dx1dt=-k2*X*Y, dy1dt=-k1*X*Y, npL4 х(0)=х0, у(0)=у0. (*) 
р2 - вероятность вывода из строя БЕ-1 npL4 выстреле БЕ П-2. х ,у -· численнос
ти боевых едL-1НL4Ц прот1-1внL4КОВ. а1 1 а2 - скоростре11ьности БЕ противнL4КОВ. 
с2 - п110Ырдь круга поражаемая пр1-1 выстреле БЕ-2; q2 - вероятность тоrо 1 что 
все БЕ П-11 оказавЫL4еся в круге с2 1 выходят из с троя; S 1 - п110Ырдь облас
ти I на которой распределены все БЕ П-1.Тоrда можно обозначить p2=x*C2*q2IS1. 

ilнa11orL4Ч но по11уч 1-1м р 1 =у*С 1 -мq 1132 . !:JравненL4Я ( *) получаются L4З уравненL4L) 
Ланчестера 1-ro рода. ЗаметL4М 1 что k2=c2-мq21S1 - часть П-1, ун1-1чтожа-

емая при выстре11е одной БЕ П-2. Суы.ественное от11L4Чие ДL4HaML-IKL4 конф11L4-
кта от моде11L4 1-ro рода заJ<лrочается в том, что ЧL4С11енность более с11абоrо 
про TL4BHL4Ka обраЫре тся В ноль аСL4МП то ТL4Ч eCKL4 . 
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7 Модель l\анчестера 2-го РОАа воору•енно:и Е5орьбJ:,J. 
rпостроение зависииости численности x<t> противника - 1, 
rи численности у <t> противника - 2· 

GOSUB 1000 rподnрограииа построения систекы коорАинат 

rправая часть АИФФУРавнения изиенения численности 
rnервого противника 
DEF fnfx <х, у) = -k2 * х * у 
rправая часть АИффуравнения изиенения численности 
rвторого противника 
DEF fnfy <х, у) = -k1 * х * у 

dt = ·1 rвреия конечное и nрира�ение вреиени 

t = о: х = 1!: у =  .5 
х1 = х: у1 = у 
k1 = -1 rчасть П-2, 
k2 = .з rчасть П-1, 

rначальиые условия 
rвывоАа начальных Аанных 
пора•аеиая выстрелои БЕ-1 
пора•аеиая выстрелом БЕ-2 

7 Метод Рунге-Кутта 
хо = х: уа = у 

FO'g i = 1 то 500 
+ dt

rцикл изиенения вреиени 
t = 

kx1 
ky1 
kx2 
ky2 
kхЗ 
kуЗ 
kx4 
ky4 

t 
= 
= 
= 
= 
= 
= 

= 
= 

fnfx<x, у) * dt
fnfy<x, у) * dt
fnfx(x + kx1 / 2, у +  ky1 / 2) *

fnfy(x + kx1 / 2, у +  ky1 / 2> *
fnfx<x + kx2 / 2, у +  ky2 / 2> *
fnfy(x + kx2 / 2, у +  ky2 / 2> *
fnfx<x + kхЗ, у +  kуЗ> * dt
fnfy(x + kхЗ, у +  ky3) * dt

rприра�ение количества противника - 1 

dt 
dt 
dt 
dt 

dx = (kx1 + 2 * kx2 + 2 * kхЗ + kx4> / 6 
rприра�ение количества противника - 2 
dy = <ky1 + 2 * ky2 + 2 * kуЗ + ky4> / 6 
х = х + dx 
у =  у +  dy 
PSET <tO + t * mt, хО - х * mx> 
PSET <tO + t * mt, хО - у *  mx> 
NEXT i 

rточка графика противника - 1 
7 ТОЧКа графика противника - 2 

7 ВЫВОА комиентариев 
LOCATE 2, 25: PJHNT 
LOCATE � зз: PJHNT...., ' 
LOCATE 4, 

.,r:!'. 

....,,_,. PIHNT 
LOCATE 5, зз: PIHNT 
LOCATE 6, зз: P'gINT 

GOSUB 3000 

END 

1000 : rПОАПРОграи"а 
SC�EEN 12 
mt = 10: mx = 100 
tO = 50: хО = 200 

и начальных АаННЬIХ 

"МоАель l\анчестера 2-го РОАа .. 
"х - численность 1-го противника"
"у - численность 2-го противника''
"хО="; х1; .. уО="; у1; 11 - начальная численность"
"k1="; k1; 11 k2="; k2; 11 - коэффициент nора•ения"

построения систеиы координат t 
rграфически:и экран 

rиасштаб: пикселе:и в единице 
rначало кооРАинат в nикселях на экране 
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- 2 -

LINE (tO, хО)-(620, хО) •кооРАИНатные оси
LINE (tO, xO>-<tO, хО - 10 * mx> 

•разиетка и обозначение осей xt
FOR t = 1 ТО 50
РВЕТ (tO + t * mt, хО - 2>
IF ABS<t - 10> < -02 THEN CIRCLE (tO + t * mt, хО>, З
NE:XT t

FOR х = О ТО 7 ВТЕР 1 
PSET (tO - 2, хО - х * mx> 

NEXT х 

LOCATE 12, 7З: PRINT "t" 
LOCATE 2, 10: PRINT "х,у" 
LOCATE 14, 19: PRINT "10" 
LOCATE 6, 5: PRINT 11 111 

REТURN 

3000 
. . 

LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
LOCATE 
REтт.rnN 

17, 
17, 
18, 
18, 
19, 
19, 
20, 
20, 
21" 

21, 
22, 
22, 
23, 
2З, 
24, 
24, 
25, 
25, 
26, 
26, 
27, 
27, 
28, 
28, 

•nоАпрогракиа вывоАа коииентариев
2: P1HNT II МоАелъ вооруженной ьорььы /\анчестера" 

40: PJHNT " 2-го РОАа· Дифференциальные ур-ния " 
2: PIHNT "иодели: dx/dt=-k2*X*Y, dy/dt=-kl*X*Y, " 
40: PJHNT "при х< О>=хО, у( 0):уО. ( *> " 
2: PJHNT "р2 - вероятность вывоАа из строя БЕ-1 " 
40: PJHNT "при выстреле БЕ П-2· х,у - численное-" 
2: PJHNT "ти боевых еАиниц противников- а1 ,а2 - " 
40: PRINT "скорострельности БЕ противников- " 
2: PRINT "с2 - nло111адъ круга поражаеиая при выст" 
40: PRINT "реле БЕ-2; q2 - вероятность того,что " 
2: PRINT "все БЕ П-1, оказав11Jиеся в крт:JГе с:2, " 
40: PRINT "выхоАЯТ из строя; 81 - пло�аАь оt5лас-" 
2: PRINT "ти,на которой расnреАелены все БЕ П-1·" 
40: PRINT "ТогАа ио•но оьозначить p2=x*c:2*q2/S1 .•• 
2: PIHNT " Аналогично получии р 1 = у*с: 1 *Ч 1 /82. " 
40: PRINT "Уравнения<*> получаются из уравнений" 
2: PRINT 11 /\анчестера 1-го РОАа· За:кетии, что " 
40: PRINT "k2=c:2*q2/S1 - часть П-1, уничто•а- " 
2: PIHNT "екая при выстреле ОАНОЙ БЕ П-2. 11 

40: PRINT "С�ественное отличие АИНаиики конфли-11 

2: PRINT "кта от иодели 1-го РОАа заключается в •• 
40: PR INT ••тои, что численность более слабого I

I 

2: PRINT "противника обращается в ноль асииптоти" 
40: PRINT "чески. " 
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Отзыв 
на дипломную работу Артемьева Э.И. 

''Исследование математических моделей имитации конфликтов" 

Математические модели на основе обыкновенных дифференциальных 
уравнений и их систем часто оказываются эффективными при описании 

� физико-механических явлений, когда поведение объекта определено 
проверенными практикой законами. Но в об.пастях связанных с 
влиянием множества случайных факторов такое мnделирование может 
показаться не сто.ль эффективным. Однако основные закономерности 
поведения исследуемой системы все-таки проявляются наглядно. В 
данной работе на простых примерах развИ'I'ИЯ одной популяции или 
нескольких взаимодействующих популяций исследуются влияния 
различных факторов, представляемых параметрами дифференциальных 
уравнений, на динамику численности популяций. 

)� Перед дипломником стави"'Jась задача проведения численных 
@ экспериментов ДJIЯ выявления основных закономерностей развития 
i::::t � популяций при различных параметрах и задача наглядной графической 
� интерпретации полученных результатов. 
о Дипломник рассмотрел достаточно большое число моделей, провел 
ф 

� численные решения и привел аналитические решения. Приведены выводы 
� � о возможных вариантах развития популяций. 1: 

� Работа имеет важное значение как демонстрационный материал при 
� чтении курса "Математическое моделирование в естествознании". 
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,Оценка "ОТЛИЧНО". 
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РЕUЕНЗИЯ 
на дипломную работу на тему: 

Исследование математических моделей имитации конфликтов.

выполненная дипломником математического факу4ьтета
Эдуардом Иосифовичем 

Артемьевым 

Дипломная работа содераит 33 стр. пояснительного текста и 39
листов графической части. 

В дипломной работе разработаны следумщие вопросы:
Разработаны методы моделирования в экологии, биологии, а так же

рассмотрены вопросы прогнозирования военных конфликтов, основанные
на системах обыкновенных дифференциальных уравнений. При этом
особое внимание уделено качественному анализу развития конфликтов:
выживание, вымирание, равновесие и колебание численности. При этом
основной упор в дипломной работе делается на численное решение и
графическую ИН'!'ерпретацию решаемых задач, а так же приводятся
аналитические решения некоторых задач.

Достоинства рецензируемой дипломной работы:
Все решения рассмотренных задач проиллюстрированы графически,

что позволяет делать качественный, количественный анализ и прогноз
характеристик решаемых задач. Все приведенные задачи могут иметь
практическое приложение во многих областях человеческой
деятельности. 

Недостатки рецензируемой дипломной работы:
В работе у делено мало внимания вопросам ус'!•ойчивости решений

дифференциальных уравнений. 

Оценка о7Аuл ko

РЕЦЕНЗЕНТ к. f _.,,, н. J.lчfok� .J!I � 




